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第十一章双原子分手 


§78双原子分子的电子谱项 

在分子理论中，原子核质量远大于电子质量这一事实起着重 
要的作用.由于这种质量差别，分子中原子梭的运动速度远小于 
电子速度.这就有可能把电子的运动看作是电子在相隔一定距离 
的一些固定原子核之间的运动 . 对这样一种系统求出的能级 
就称为分子的电子 进项， 电子谱项与原子能级（它是一组数値）不 
同，它不足一组数值而是以分子中各个原子核间距离为参 量的一 
个函数.中还包含原子梭之间相互作用的静电能量，所以 t /, 
实质上就是当诸固定的原子核具宵给定棑列时的分子总能景. 

我们先从类型最筒单的分子——双原子分子考虑起，它可以 
供我们进行最完备的理抡研究.双原子分子的电子谱项只是核距 
r 这一个 参跫的 函数. 

原子谱项是按总轨道角动量1的数值加以分类的，这是原子 
谱项分类工作中的一个首要原则.但在分子中并不存在电子总轨 
道角动量的守恒律，因为多个原子核的电场并不是一个辏力场. 

可是在双原子分子中，电场对两个原子核的眹线而言具有轴 
对称性.由于轨道角动量沿该轴的分量是一个守恒量，我们可按 
该分量的各种数值对分子的电子谱项进行分类.沿分子轴的总轨 
道角动量分量，其绝对值习惯上记作/的取值0,1, 2, …，」 值 
不同的各个谱项通常用大写的希腊字母加以区别，这些希腊字母 
与 Z 値不同的原子谱项所用的各个拉丁字母相对应.例如3 = 0, 




1,2 时分别称为；7和 A 谱项.较大的」愴通常可不考虑. 

其次：分子的毎个电子态是由该分■了中所有电子的总自旋 S 
加以标志的.如果 S 不等于零，对总自旋的空间方向而言就有 
2 S +1 重简并①.和顶子的情形一样，数值 2 S + 1 称为该谱项的 
多重度， 并把它标记在该谱项字母的左上角，例如代表 
厶二1的谱项. 

分子的对称性除了能绕对称轴旋转任意角度以外，还可以对 
通过对称轴的任一平面进行反射，如果我们施行这样的一次反射， 
分子的能量保持不变.可是，反射以后所得的态并不完佥等同于原 
来的态.因为，对通过分子轴的一个平面内进行一次反射后，沿该 
轴的角动量（它是一个轴矢量)要变号.干是我 H 得出结论， d 值不 
等干零的所有电子谱项都是双重简 并的： 每个能量值对应两个态， 
这两个态中轨道角动量沿分子轴的投影方向是相反的.在的 
情形中，分子态对反射完全不变,因此2谱项并不简井，反射的结 
果2谱项的波函数只是改变了一个常数倍.由于对同一平面的两 
次反射等于一个恒等变换，这个常数只能是土 1. 因此我们有必要 
把波函数反射后保持不变的2谱项与波函数反射后变号的 Z 谱项 
区分开来.前者记作1+，后者记作 

如果分子是由两个相同原子组成的，就会出现一种新的対称 
性，使它的电子谱项多出一个标记.原子核全同的一个双原子分 
子,在原子核联线的中点处具有一个对称中心 ® (我们把它取作原 
点)，因而哈密顿量对分子中所有电子坐标的同时变号(原子核坐 
标不变号）保持不变.由于上述变换③算符也和总轨道角动量算 


①在达里我们略去了来自相对论作用的棺铂结构(见后面 S S 3 和 S S 4). 

@还有一个对称面，即分子轴的垂直平分泡,但是这个对称元粜无铕单独考虑, 
有了对称中心和对称轴后就能自动绐 m 这个对称面. 

③不 要和分 子中所有粒子坐标的兄时反演海淆起来（参考§ 86)； 



符相对易，我们就有可能把具有给定 M 恨的谱项按其宇称分 类：电 
子坐标变号时，偶态(记作!7)的波函数保持不变，奇态（记作幻的 
波函 数变一符号，代表宇称的下标 W 和!?按惯例放在谱项字母的 
右下角，例如等等. 

下面是一个经验事实，绝大多数具冇化学稳定性的双原子分 
子的电子基态是完仝对 称的： 电子波函数对分子的所有对称变换 
一 律保持不变.绝大多数情形下基态的总 fl 旋 S 还等于零.换句 
话说，分子的基项为如果该分子由商个相同原子所组成，则为 
这些规则的例外有 Oz 分子（基项为 3 2,)和 NO 分子（基项 
为 2 i 7). 


例 题 

^ r h ； 离子的电士谱项的薛定 it 方程，试用椭圆艰标分离艽变甭， 

解在两今静止质子的电场中 s 单电孑的薛定谔方程为（采用原子卓位> 

M> + 2 ( +— V ^0 ? 

V rj T t / 

椭闽坐标 L ?? 由 K 式定义： 




- - r 


1<^<叫 一1«1_ 

XI 


第三 个坐标史就是浇两核联线的转角，是两核的问距（见<力学 §48) 
这个坐标系中的拉普拉斯算符为 


丑 ^ 一 r ? z ) 




1 9 2 

i? 2 (P — 1)(1 一 ?7 2 ) ^ 




我们得下列 x 和 r 的方程 


碁 [〔 |2 —D 签 ]+ ( 士卿 + 2Bi + A~ j^)x = O t 



式中 X 足分离参 

毎个电 TH 普项五 ( J ?) 由三个 ST 数描述： d 以及两个"椭囬畺子数”叫和 
后者确定丫函敖 X ( ❹和 r ( V )的零点数 W . 

§79电子谱项的相交 

双原子分子中的电子谱项作为核距 r 的函数可以用能畺对 r 
的作 HI 法表出，考察代表不同谱项的不同曲线的相交问 题颇有 
意义. 

设 CA ( r ) 和 t / 2 ( r ) 是两个不同的电子谱项.如果它们相交于 
某一点，那末函数 R 和％ 在该点附近就会有接近值.为了判断 
怎样才能扣交，最好对问题进行以下的处理.我们考虑一个〜 
点，该点处的 A ( r ) 和 C / 2 ( r ) 函数值十分接近但是并不相等（我们 
圮 作仏和 尽），现在来看一下该点位移一个很短的距离知后能 
不能使 G 和 h 值变得相等.能量仏和仏足梭距为 r Q 的场内 
多电子系统哈密顿量 " D 的两个本征值.如果使距离 h 增加知， 
哈密顿量变成6。十免其中的泛■是一个小的改正， 
函数 K 和％ 在4 +扣点的值可看作这个新哈密顿量的本征值 4 
这个观点使我们可以用微扰论求出 A ( r ) 和1/ 2 00谱项在 r D + Sr 
点的惺 J 看成算符云。的一个微扰. 

可是，通常的微扰论方法在这里并不适用，因为未微扰问题中 
的能量本征值 仏和取 十分接近，其差值一般讲来井不远大于微 
扰量，条件 （38. 9) 式井不满足.由于差值 E 2 ^ E , 趋于零时交成有 
简并的本征值情形， - 我们自然可试用类似干§ 39中的方法去解决 
具有相近本征值的问题. 

设化是未微扰算符启,的两个本征函数,属于能量 A , 
我们不用化和6而用下列线性组合作力零级近似 


(79.1) 



把上式代入受微扰方程 


(7&, 2) 




得到 


Cj CE[ +V -- E) 0 1 4" + — E) = 

对上式分别左乘 v ^ r 和 # f ， 积分后得到两个代数方程 

c i (E l -{-V n — E) + c^V 12 = 0 ， 

十 （2 ( 丑2 +1^22 —五） = 0， 

由于算符1>是自厄的，矩阵元 Fu 和^是实数并且 hfFh. 以 
上两式的相容条件为 


Eri - Vu-E F 


12 


F 21 


於2 十卩2£—五 


0 


nrt - 777 ? 


(79. 3) 


E = ^ iE ^ E ^ V ^- YV ^) 


士 A+Fu — ^2) 2 ^ | F ia | 


(79. 4) 


上式给出了欲求的一级近似能量本征 fl 

如果在 +<3 r 处这两个谱项的能值相等，（即谱顼相交），这 
就意味着 (79. 4) 式给出的两个芯惶相等.为此必须令 (79. 4) 根号 
中的表式等于零.由于它足两个甲■方项之和，故谱项存在交点的 
条件是 

£ 1 -^ 2 - hF 11 - F 22 = 0 s F 12 - O . (79.5) 

可是， 可供我们支配的决定微扰#的只有一个任意参量，即位移 
量扣.因此 (79. 5) 的两个方程一般讲来不能同时满足（假定 

6已选成实函数，故也是实的）. 

但也有可能碰到矩阵元恒等千零的情形，此时（ 7 9. 5) 只 
留下一个方程，适当选择 可使该方程得到 满足. 这种情形总是 
发生在所考虑的两个谱项: H . 有不 R 对称性的时候 * 这里所讲的对 



称性 是指所有可能的对称 形式： 绕轴转动，对平面的反舯，反演，也 
指电子的对换.在双原 子分爷 中，这意味着所指的是具有不同 d 
值，不间宇称或不同多重度的谱项1或者是指(对 Z 谱项而言） Z + 
m 谱项. 

上述论断的成立，在于微扰算符(和哈密顿量本身一样）与分 
子的所有对称算符相对易，包栝沿轴的角动量算符，反射和反演算 
符以及电子的对换算符. s 29和§ 30中曾经证明，对于一个与角 
动童及反演算符都对易的标量算符而言，它的非零矩阵元‘只有角 
动量和宇称都相同的狀态之问的跃迁矩 阵元. 一般情形下，当所 
对易的箅符为任意的对称算符时，这个证明仍能成立 . 我们不在 
这里重复这个旺明，因为§97中将在群论基础上给出另一个普 
遍证明. 


闽此我们得到这样的结论， 
双原子分子中只有对称性不同的 
谱项才能相交 f 对称性相 M 的谱 
项是不能相交的 （ E - Wigtier 和 J . 
Von Neumann 1929), 如果在 

某种近似计算的结果中，我们得 
到了对称性相同的两个相交谱项， 
那末在下一级的近似计算中它们 
就会分开，如图27的实线所 



应该强调的是，这个结论不只是对双原子分子成立,而且是量 
子力学的一个普遍 定理： 只要哈密顿量中含有某个参量从而它的 
本征值是该参量的函数时，这个结论即能成立. 

采用群论的术语（见§ 96)，谱项有可能相交的一般条件是，这 
两个谱项应该分属于系统哈密顿置对称群的两个不同的不埒约 





表示 ®. 

多原子分子中，电子谱项不炅一个参量而是若干个参量的函 
数，这呰参量就是各个核距 .令 s 为 独立核酙数.在- 爲叙 W 个 0 Y > 
2 )原子的分子中 ； 当原子梭可任意排列时，这个数 s = 3JV —6.从 
几何学的观点看来，每个 R(r,， …， O 谱项是5 + 1维空问中的一 
个曲面,这些曲面的交区 W ■以有不同的维数，从0维（交于一点）到 
卜1维.除丫微扰#现在不是由一个参量而是由 s 个参量 <5r lT 
…，所确定的以外，上面所作的推导仝部有效.即使是两个参 
量， （79. 5) 中的两个方程式一般讲来总能得到满足.因此得出这 
样的 结抡： 多原子分子中任意两个谱项都有可能相交.如粜这两 
个谱项具有相同的対称性，则其交 K 由 （79. 5) 式的两个条件所确 
定，从而这个交区是 s-2 维的.如果这两个谱项具有不间的对称 
性， （79. 5) 式中只留下一个条件，这个交区是 s-1 维的. 

例如 s = 2 时，谱项可衷为三维坐标系中的曲面.当谱项的对 
称性不同时，这些曲面的交线是一条直线~ 一 1 = 1)，而当对称性 
相同时，则交于一点 0 — 2 = 0). 在后一种情形下，不难判明交点 
附近的曲面形状.谱项交点附近的能量值是由 （79. 4) 式给出的. 
该式中的矩阵元 r n ， r 12 是位移 5 r 1 ^ r i 的线性函数，因而也 
是 距离心 ^本身的线性函数.由解析几何知道，这样的一个方 
程确定了一个椭圆锥面.因此这两个谱项在交点附近可以表成任 
意放置的一个双椭圆锥面（图 28). 


© 这个规则的在观例外是离子的电子进项，它们由角动 S 分以及两 
々椭圆量子数 nf 和 m 來描述 （见 5 7&例题），由于这呰:！子数分别与不同变 fi 的函 
数相联系，这就无法阻止』值相同 ifiiv Ii 1 k 「 值不同 的两个谱項相交，即使这 
些滑项对旋转和反射具有相同的对称性，但实甌上，该系统 的薛定 谔方程中变量的可 
分离杜，说明 了它 的哈密顿董尚冇来 A 几何 杜质以 外的更高对称性，相对千这个完整 
对称群而言，〜和《〃值 小同的 态具有不同的对称类型. 



§ 80 分子谱项与原子谱项的关系. 


当我 n 增大双原子分手内原子核间的距离时，其极限是两个 
孤立原子(或离子)， m 此就产生了分子的电子谱项与分开后所得 
的原子态之间的財应关系问题 （ E . Wigner ， E . Witme r 1928) .这 

种关系并不是单 值的： 如果把两个给定态的原子靠拢起来，所得的 
分子可 以具有 各种不同的电子态. 

我们先假定该分子是由两个不同原子组成的.设孤立原子分 
別处于轨道角动量为 i,，A 自旋为 A，A 的态中并令私.角 
动量沿原子核联线的投影值可取 = 一 I ， 一 4 + 1，… X ,和 J / 2 
= - i s ，一 i 2 + l , …和 + 的绝对值确定了这两个原子 
靠拢后所得的」焯.把和血 2 的各种可能值相加起来，我们发 
现所得的各种 A ^\ M , + M 2 \ 值的次数 如下： 

A^L\ -\-Zj^ 2 次 

L ,-[- L 2 — l 4 次 


L } - L 2 2(2 Z a + l ) 次 

W1 2(2[ 2 + l ) 次 





0 


2(2 M + 1) 次 
2 +1 次 


我们记得， d 年0的馉项都是双重简并的，」=0的谱项都是 
无简并的，因 此冇： 

及的谱项共1个， ] 

A -^ L ^- L .^ 1 的谱项共2个， / 


3=1— 4的谱项共 2 A + 1 个 ，V ( SO . 1) 
^==1 ^—if 1 的谱项典 2L2 + 1 个，1 


-心= 0 的谱 项典 2 Z ^ |-1个； ) 

一共冇 (2 L 2 +1 ) ( , +1 ) 个谱项，它 们的」 值从0到 + i £ . 

两个原子的自旋 A ， 久按角动量相加的一般规则组合成为 
分子的总自旋，给出下列各个可能的 > S 值： 

>S = & + 私， & +札 一 1，…丨. (80. 2) 

把每个 S 值和 (80. 1) 中的各个 /( 值组合 起来， 即得所合成的分子 
中所苻可能谱项的完备记载. 

对于2谱项，还有一个符号问题.这个问题是很易解决的，只 
需注窓到当 r — ~时，分子波函数可以表成两个原 了波函 数的乘 
积（或乘积之和)的角动量既可以从不等于零但有 M x = ^ 
M , 的两个原子鬼动量相加而成，也可以从 = f 2 ==0的两个原 
子角动置相加而成.我们用 n \, PA 代表第 一个和 第二个原子的 
波函数，当 \ M ,\ = 尹0时，可作以下的对称乘积和反对 

称 乘积： 

r 






对竖直平面(即通过分子轴的一个平面）的反射使角动畺:的轴向投 
影变号，从而使0士, 分别变成 t %, r -、 以及反之.此时函 
数，保持不变而 f 变一符号，前者对应于 谱项 ，后者对应于 
2- 谱项.因此对于每个 M 値，得到一个谱项和一个 t 谱项. 
由于及吋以取个不同的值（邶=1，… L 2 )， 总典 有厶个 2 + 谱 
项和 i 2 个谱项. 

另一方面，若分子波函数的形式为0 = 

为了判明函数对竖直平面的反射所具有的性质，我们选取一 
个坐标系，它的原点在第一个原子的中心，它的 s 轴沿着分子轴. 
我们注意到，对 u 竖直平面内的反射，等价于对原点反演后再绕 
y 轴旋转 180°. ^^”函数泾过反演后要乘以^,^ = ±1是第一个 
原子的所给态的宇称.其次，无限小旋转算符作用于波函数后所 
得的结果(从而任一有限大旋转的结果)，完佥由该原子的总轨道 
角动量所决定.因此只须考虑轨道角动量为 K 同时角动量的 z 分 
量 m 二 0) 的一个单电子原子这一特殊情形就足够了，把结某中的 
I 换成 A 即得对于任意原子的解 . m = 0 的电子波函数的角部除 
了一个常系数外等于 p t ( cc » d >[ 见 （28.3)]. 绕 g 轴旋转18010 
当于 x -> — X , y — y ， z ^ — z 的变換，或者枏当于球坐标中沒— 
JT 一 0，— 9?的变換.此时有 COS 0 —— COS 0, 而 Pi ( COS 0) 函数 
则乘以(一 I ) 1 . 

由此得出结论，对竖直平面内反射的结果，#0” 函数要乘以 
(― i )々 Pu 同理 m 2 , 要乘以（一 i )~ p 2 , 因 m 波函数 

要乘以 (一 谱项为或 2-, 要看这个因子等于 
+1还是 一1. 

总结所得结果，我们 发现， {- l )^ +£ i PiP a - H - l 时在总数为 
2 i 2 +l 个的 2谱项（每个具有适当的多重度）中，共有 A +1 个 

谱项和 h 个谱项， （-1) ?心=—1时则反之. 
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现在考虑商个相同原子所组成的分子.把原子的自旋和轨道 
角动量组合成力分子的总 S 和/的规则，仍和不同原子构成分子 
时的情形相同.所不同的是谱 项具有 奇偶.在这里必须区分两种 
情况，要看这两个被结合原子是处于相同状态述是处于不同状态. 

如果这两个原子处于不同状态®，它的谱项总数要比不同原 
子的情形大一倍.实际上，对原点（即分子轴的平 分点) 的反射使 
得两个原子的拔态相互对换.把分子波函数相对于原子态的对换 
进行对称化或反对称化以后，可得两个谱项(具有相同的」和幻， 
其中的一个是偶的另一个是奇的.因此总起来说，有数目相同的 
偶谱项和奇谱项. 

另一方面，如果这两个原子处于相同状态，则其总态数仍和 
具有不 同原子 的分子相同.至于这些态的宇称问题，研究后②（这 
个研究由于太烦，不在这里给出）得到下列 结果： 

设为具有给定3 和沒值 的奇偶谱项数，贝 IJ : 

』奇数时，& 

/偶数和改偶数（5 = 0, 2,4,…）时，= 1 + 1; 

』偶数和汉奇数(没=1, 3,…）时， 

最后，在2谱项中还应哆分2〃和2' 此时有， 

及偶数时， iV^A^ + Z-L+X, 

改奇数时， = :+ 1=乙+ 1; 

其中的所有普项的宇称为（一 1)' 所有 H 普 
项的宇称为（一 + 

除了以上考虑过的分子谱项与时的原子谱项间的关系 
问题以外，我们还可以提出分子谱项与 r ^ O 时亦即两个原子梭合 
成一点时的“复合原子”谱项间的关系（例如 H 2 分子谱项与 He 原 


0) 恃别足，我们可以忖抡一个中忏原了 和一个 电离原子的结合. 

②参考 E. Wigner» E + Wiimer, Zs* f. Physik 51^ & 9 r 192$ t 


* IS 


謇 



子谦项 间的关系）.我们不难导出以下的规则.从自旋为 S 轨道 
角动量为 i 宇称为 P 的一个“复合 ”原了 谱项出发，把其组成原子 
分开后，可得自旋为 s 角动景的軸分量值为 d = … i 的各个 

分子谱项，每个 a 情有一个谱项.分子谱项的宇称则和原子 m 项 
的宇称相同（尸 =十1 时为 ff , 1时为 w ). 」二0的分子谱项 

当 （一1) +1时为谱项，当（一 1) — 1时为工-谱项， 

例 题 

试求基态原子结合而成的 N 。 0 2 、 Cl 2 分子的各神可能谱項. 

M 根据以 上给出的规则，可得 T 列可能谱项： 

H 2 分子（两原子处于 M 态)： 3 S ：； 

N , 分子 (两原 子处千 M 态 ）： H B Sh ^2；| 

CU 分子（两原子处于 屮态>: 2 A S ;， l A „ 

2 a 2 二 3 2- n 3 H ff . 3 n H1 3 A h? 

分子（两撖子处于 》 p 态 )： 2 is: t 7 二 m ,.】 ii ht %， as 二 

a n rt , 2 5 s p \ " S - 5 5 n fI 

^ n K1 E A f . 

谱项符号前的数字代表该类谱项的出现次数，如果这个数超辻1的话. 

2,同上履，但分子为 HCUCO , 

鶬不同原子结合时，态 的宁称 也根重荽.按 (31. S ) 式可知 RO , C 琢 
子的基态都是偶的，而 C 1 原子的基态是舒的（这墊原子的电子组态见表3>, 
根据以上所给规则 可得： 

hci 分子（两原子处于 2 ^, 

CO 分子（两厣子处了态）： 2 US ' 2 M ， sn , 


§81原子价 

原子相互结合成为分子的性质是用原子价槪念描述的.每种 
原子具有一定的原子价，当原子结合时，它们的原子价必须相互匹 
配，亦即原子的每个价键必须有另一原子的一个价键和它相配.例 
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如甲烷 分子 ch 4 中，四价碳原子的四个价键和四个单价氢原子的 
价键相匹配 . 在对原子价作出物埋诠释时，我们从两个氢原子结 
合成 h 2 分子这一最简单的例子开始. 

考虑两个处于基态 cs ) 的鉍原子.当它们接近时，最终系统 
可以处千或分子态中.单项对应于反对称的 自旋波函数, 
三重项对应于对称的自旋波函数.反之，坐标波函数对谱项 
是对称的，对谱项则迠反对称 
的.显然，^ 2 分子的基项只能 
是 ] 2谱项.实际上，反对称的波 
函数 〆 l * t , 0)(1* 1 和1' 2 足两个电 
子的矢径）总是具有节点（囚为 
r L - r 2 时它等于零) t 因此它不可 
能是该系统的最低态. 

数值 II ‘算表明 电+ 谱项 
确有一个很深的极小值，相当子 m 29 

形成一个稳定的 H 2 分子.在态中，能量 U ( r ) 随着原子核间距 
的增大而递减，相当于这两个氢原子的相互 排斥® (图 29). 

因此在基态中，氢分子的总自旋占= 0,我们发现，差不多所 
有由主族元素组成的化学性质稳定的化合物的分子都具有这种性 
质.在无机分子中，例外的有双原子分子0 2 (基态为和 NO 

(基态为 3 77) 以及三原子分子 NO „ C 10 a (总自旋汉 = 过渡族 

元素具布特殊的性质，我们将在讨论了主族元素的原子价性质以 
后再去讨论它. 



①我们在这见不的范 德苋耳 斯引力（见5 89). 达个力的存 在使得 
C 谱项的 i u ) 曲线（在远眶处）具何一个极 小值. 讯是这个极 小值与 C 曲线的极小 
值相比是很浅的，在图23所示的尺寸中这个极小值无法表出， 
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原子相互结合的性质因而和它们的自旋有关 OV . Heiller , H . 
London , 1927) .进行结合时，原子的自旋相互抵椚.我们最好用 
一个整数，即原子自旋的两倍，作为原子结合能力的定量标志.这 
个整数就等于该原子的化学价.在此我们必须记住，同一原子可 
以具有不同的原子价,要看它处于哪个态中. 

让我们用这个观点看一下周期表中的主族元素.第一族元素 

(表3 的第一列，硷金属族)的正常态中自旋为因而它们的 

U 

原子价等-丁•〗.只有把满壳层中的电子激发出來以后才能得到 n 
旋谊较髙的激发态.但这种激发态岛到这样的地步，以致激发原 
子无法组成稳定的分子， ® 

第二族元素（表 3 第二列 t 硷土金属族）的原子在正常态具有 
厶 = o 的自旋.因而这些原子处于 正常 态时不能组成化合物 .m 
有一个激发态比较接近于基态，它的组态不是^而是未满壳层屮 
的吵组态,具有总 Q 旋 3=1. 处于这种态中的原子是2价的，这 
是第二族元素的主原子价. 

第三族元素的正常态具有电子组态沪 p 并且自旋及 =+. 但 

把封闭 s 壳层中的一个电子激发以后，可以得到一个激发态，它托 
有组态叮 2 并具有自旋况= 3 / 2 ,这个态接近于正常态.因此这一族 
元素可以有3价和1价.此族的前两个元素(硼、铝)只表现为3价 
元素.随着原子序的增大，原子价为1的趋势就逐渐显示出来，铊 
元素表现为3价和1价的机会相等（例如在化合物 T1C1 和 T1CU 
屮）.这是因为对前几个元柰讲来，三价化合物中的结合能大于取 
价化合物中的结合能，它们之间的差值超过了该原子的激发能置. 


①关干 Cu , Ag , Au 元卖，见本 


第四族元素基态具有组态 S z p \ 自旋等于 I ，它的邻近激 
发态具有组态和白旋等于 2. 这些态相当于2价和4价.它和 
第三族一样 t 前两个元素（碳 ，硅） 主要表现为高原子价(例如 CO 
等为例外），随着原子序的增大而显示出低价趋势. 

第五族元素的原子中，基态具有组态自旋为占= 3/2,所 
以相应的原子价等于 3. 只有把其中的一个电子激发到主量子数 
更高的壳层中才能得到自旋更髙的激发态.这些态中最邻近的态 
具有组态沪: P %' 并且自旋汉 =5/2( 我们习惯地用/代表电子的 
—个 s 态，它的主量子数要比前一个 s 态大一）.这个态的激发能 
量虽然比较高，但是这样的激发原子仍能组成稳定的化合物.因 
此第五族元柰表现为3价和5价（例如氮在 NH a 中为3价在 
HN 0 3 中为5价）. 

第六族的元素中 ，基态 （组态为的自旋等于 L 因而原子 
是2价的，激发一个电子后得到自旋为 2 的态，再激发 
—个 s 电子后榑到自旋为3的态.处于这两种激发态中 
的原子都能组成稳定分子，因而表现出4价和6价 4 第六族中的 
第一个元素(氧）只表现为2价，后面的一些元素把高原子价也表 
现出来（例如硫在 H a S ， SO ,, SO , 中分别为2, 4, 6价). 

第七族（卤素族）中，基态(组态 自旋原子是单价 

的. 但是以 下的激发态可以形成稳定化合物，这些激发态的组态 
分别为沪自旋分别为3/2, 5/2, 7/2,因此 
原子价为\ 5, 7. 此族的第一个元素（舦）总是单价的，但是以后 
的元素还表现出高原子价(例如氯在 HC 1, hcio 2 , hcio „ hcio 4 
中分别为1，3, 5, 7价）. 

最后是惰性气体族元素的原子，其基态是完全封闭的壳层(因 
而自旋沒=0)，它们的激发能量非常高，因此原子价等于零，这些 
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元素在化学上朵惰 性的叭 

以上所作的论述需要给予如下总的说明.当我们讲到分子中 
的一个原子具有某一激发态的原子价时1 jf ■不意味着把这个原子 
拉到远距离处以后一定能得到一个激发原子.它只是意味着这个 
分子中的电荷密度分布保泫原子的原子核 m 近桉近于一个孤立激 
发原子的电荷密度分布.但当原子核之问的距离增大时，这种电 
荷密度分布很有可能趋于非激发原子的情形. 

当原子结合成为分子时，原子中的封闭电子 壳层 改变得很少. 
可是未满壳层中的电子密度分布可能会有很大的改变.在表现得 
最明显的异极键情形下，所有的价电子都从原来的原子跑到了另 
一个原子，以致我们可以把这个分子说成是由电荷(以《为单位) 
等于其原子价的离子所组成.第一族的元素是正电性的：它们在 
异极化合物中失去电子而构成正的离子.当我们转向陆后的几族 
时，元素的正电性逐渐不明显并转变为负电性，并在第七族元素中 
达到最髙程度.关于舁极性问题，我们需要和分子中的激发原子 
一 样作出同样的说明.如果一个分子是异极性的，它并不意味着 
原子拉幵后一定能得到两个离子.例如，对 CsF 分子我们的确可 
以得到 CS+ 和离子.但对 NaF 分子所得的却是 Na 和 F 的中 
性原子（因为 M 的电子亲和势大子铯的电离势而小于钠的电离 
势) ■ 

相反的极端情形是同极键，同极分子中的各个原子平均说来 


© 其中某抶元索仍能与虻和氧结合设稳定彳七合物.它们的原子价苛能与封闭 
克层的最外 m 屮的电了跃 迁到能 a 较近的未满厂态或态中有关. 

还吋以提及愔性 H 阼原千与该元桌的激发原子相互作用时所产生的相吸效应.这 
种效应來 P 处干不 N 状态的 ffiN 原子犇拢时可能态数的加倍（见§80>.在这里，激发 
态在两个原了-之 叫的交 荇跃迁作用代校了产生通常 原子价 的交换作用.分子就 
是这种分子的一个例子.由两个相冏原子所组成的电离分子中也出現这种类型的化 
学键(例如 H 2 +>. 
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保持为中性. R 极分子不冏于舁极分孑，它并没有显著的偶极矩. 
异极型和同极型的迗別完佥是定性的，任何中间类型都有可能出 

现 ■ 

现在來讲过渡族元素.钯族和铂族在价的性质方面与主族元 
素极为相似.唯一不同的盐，山于原子内的 rf 电子处于较深的位 
置，它们和分子中的其它谣了的作用很弱.结果使这些元素的化 
合物中常常出现“不饱和”的化合物，它们的分子具有不等于零的 
自旋（实际上都不超过 1 / 2 ). 毎一种元素都可以呈现出好几种原 
子价，这些原子价之问的差值可以等干1，不像主族元素那样只能 
相差 2 (主族元素的原子价改变是由于电子的激发，这些激发电子 
的自旋原来是成对抵消的，因此激发以后有一对电子的自旋同时 
获得释放). 

稀土族元素是以存在未满/电子壳层为特征的.这些/电子 
处于比^电子更深的位置，因而它们并不参与原子价.所以稀土 
族元素的原子价只由未满壳层中的 s 和 P 电子所决定①.但是必 
须注意，当原子受激以后/电子有可能转入《和 P 态，使原子价圯 
加 1. 因此稀土族元素所表现的原子价其差值也等于1 (实际上它 
们都是三价和四价的）. 

锕族元素占有特殊的地位.锕和钍不含/电子，参与它们原 
子价的是电子，因此它们的化学件质不像稀上元素而像钯族和 
铂族元素.至于铀，虽在基态中冇/电子，但在化合物中也 没有了 
电子.最后， Np ， Pu ， Ain f Ctri 原了-的化合物中虽有 f 电子，但是 
参与原子价的电子仍为 s 和电子.在这种意义下，它们都是类 
铀的.“未配对”的 s 和 d 电子的最大数目分別等于1和5,所以 


①某 喑稀 I :族原子 的木满立层中存在宥 rf Fli - 了，，这杵电 子井不重要，园 为这苎 
原子参与化合物时实际上总是处于没有^ ftl 子的激发态， 



锕族元素的最高原子价等于 6, 而稀土族元素的最高原子价（有 
和方电子参与的原子价）等于1 + 3二 4. 

铁族元素，就它们的原子价性质来说,介于稀土元素与钯族铂 
族元素之间，这些原子中的 d 电子处干比较深的位置，在 i 午多化 
合物中它们对原子价键没有贡献.因此在这样的化合物中，铁族 
元素类似干稀土元素. 在这一 类化合物中，有离子型的化合物(例 
如 FedFeCU, 其中的金属原子是一个阳离子.和稀土元素一 
样,这些化合物中 的铁族 元素可 以有好 儿种原子价. 

铁族元素的另一类化合物称 为络合物. 这类化合物的特点是 
分子中的过渡族元素不是一个简单的离子而足一个复合离子中 
的一部分（例如 KMn0 4 中的 MiiOr 离子， K*Fe(CN) B 中的 
Fe(CN) e — —离子).这类复合离子中的原子要比简单离子型化 
合物中的原子挨得更近，在原子屮 d 电子也畚与了价键.因此络 
合物中的铁族元素类似于钯族和 铂族. 

最后必须提一下锏，银,金等元素，它们在？ 73中放在主族元 
素内，但在某些化合物中它们类似千过渡族元素.这些元素中，由 
千 d 壳层的电子可以跃迁到能量相近的 P 壳层(例如镅中的 3 e ? 电 
子跃迁到印)，原子价讨以超过 I 在这样的化合物中> 原子具有 
未满 d 壳舄因而类似于过 渡族： 铜类似于铁族元素，银和金类似 
于钯族和铂族， 


」例 题 

基态氢质子和 H + 离子结合成屯离分了 - H 夂 试求核距丑远大于玻尔半 
径时 的电子馉项 01. A . Jla 叫 ay . I 961 5 C . Herring 1961)® 

①尖 TH 2 分了 的相应何匾，见 L, P* Gt>fkov 和 L . P. Pitaev5kii p soviet 
physics DokUdy 8 7S^ P 19S4, C + Herring 和 M+ Flicker，Phyfilial Review 
i34.A362，1964C 第二篇文章改正了第一篇的计箅错误). 



解本题形式 h 哄似十题在这里对原子核联找異右轴对你忡 


的两个三维势阱（围线 m 十核）代抒 r 两个一 维势阱 . 一+能级® (氢抝 

广 的基态能级）分袈成为 U ,( R ) 初 LUiR ) 两个能级(?2,+ ^ ma 2 X ； 诚项 )， 
相应的电子肤 函数为 

垆 ，， K (n 公） [ 心 （n z 、 ±ihi~H S )]， 

它们对称和反对称于平分原/_核眹线的 f jTii (网核扛 r 軸上的 r _： f : 


2 


及点 1. 丼巾的心 ( Aid 是一个势明中的电 f 波函数.与 S 50题3的做 


法完全类^玎得 

V ^( R ) 

式中的积分是对^=0平面进行的、 

取心 函数(设绕核1达动，该核在 z = f 及处)的形式为 

a 一 

- ■ ■■■■；_- c fl 9 


⑴ 


⑵ 


其中的 a 是一个绥变函数（对氢淖 L «-1). 6函数必须满足下列薛定谔 
方程 



1^和1* 2 是电子离核1和核2的距肉. 

£ r « — 



这个方程中的电子总能量等于 
1 

~R" 


⑶ 


因为本身含冇原子核的痄仑悱斤能1/及 

山于札函数离开疋轴时很快衰蜣，只存远小于 if 的？和2区域对积分 
式 ( 1 ) 才是 H 耍的.当丨 z«n flh 把 ( 2 ) 代入 u ) 得 


9 a 


a 


2 


fl 十霉 


a 


R 




⑴木题采 m 原+萆位. 

念 注盘所求的效应取决^ : 这桦的距离范围，在此范围内电孑以同样方式和两核 
作用. 
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式中略去了绥变函数 a 的二阶导数并已令上式中(即 


在核1邻区） Bt 等于1的解为 


2 B 


R - {- 2 x 


exp 



(1)式现在给出 


;丄广 e - WAnrfr 广； 抓 
jt c J /? /? 

分裂垦为® 

V 广 \]、 (O 

在足够远的距离处，这今尜示式指数式地衰戚到小于 H 原子与 H + 离屮 
偶极矩相互怍用的二级近似效应，由-丁■基态鉍原了的极化率等于9/2 [见 
(77*9)],而}1 + 离子的场为 K /及 2 , 相应的相互作用能等于 一 9/4 JJ 、 计及 
此 式尼得 


€ 


9 



( 5 ) 


仅当 ami 能~第-项相比饺 ， 尚吋 指出， u v mrfji^i r 
-12/ 处具有一个极小逍，它等 T —5. SX 101 原+单位（一 UX 10- W )®. 


§82双原子分子单重镨项的振动和转动结构 

正如本章初所指出的，梭质量与电子质量的巨大差別，使我们 
有可能把确定分子能级的问题分成两个部分.我们先求原子核为 
静止时的多电子系统的能级，作为核距的函数（电子谱项).然后可 
以考虑对一个给定电子态而言的核运动，这和当于把核看作是按 
£/»( r ) 规律相互作用着的一组粒子，是相应的电子谱项.分子 
的运动是由整体平动以及原子核绕质心的运动合成的.我们对整 


①按前引文献， H a 分子的相应结果为 

@这个极小值 ID 范:徳 E 邛斯 力> 它和稳定离子 H ; 的丛态请项；的极小 
值和比是极 浅的： 坫一个极小值为 一0.6 原+单位 t 一 16 AV ), 位于及=2.0处. 
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体平动当然不感兴趣，可把质心看作是固定的， 

为讨论方便计， 我们汁 先澇虑分子总自旋 s 为零的电子 i 普项 
(黾项).按 C /( r ) 规忭作用着的两体（闲个核）相对运动问题可以化 
成质量为 U (两粒子的折介质量）的一个单粒子在一辏力场 U ( r ) 
中的运动. f / O ) 就是所考虑电子谱项的能量. 辖力场 U ( r ) 中的 
运动问题又可以化成势场中的一维运动问题，该势场的有效能 M 
等于 *7 ( r ) 与离心能之和. 

我们令 K 为分子的总角动量，它由电子的轨道角动量 L 和原 

子核的转动角动量相加而成.于是 f 子核的离心能算符可写成 

B(r)(K^Ly. 

我们引用了双原子分子理I仑中习用的记号： 

B(r)=A s /2Mr\ ( 82 . 1 ) 

这个算符对电子态 (r 为给定）平均以后，所得的离心能是 r 的蚋 

数，它出现于有效势能的表式中： 

UAr) =U(r)^B(r) (K-L)^, (82. 2) 

式巾的横线 R 表上述平均. 

我们来算出对某个态的平均值，该态中分子的总角动量平方 
具有定值 K 2 + (忒中疋为整数），同时电子角动量沿分 

子轴 U 轴）的分量具有定值 = 展开 (82.2) 式的括号，我们 
有 

U E ( r ) = U ( r ) ^ B ( t ) K(K r l )-2 B ( r ) X * 

(82. 3) 

最后一项不含量子数左而 A 与电子态有关，它可以合并到能量 
G(r) 中去.我们来证明这一点对其前一项也是成立的. 

§ 27末表明，如果角动量沿某軸的分量異有定值，则角动量矢 
量的乎均值也沿该轴.如令 n 为沿总轴的单位矢量，則有 1： = jn. 
经典力学屮，双粒子（例如原子核）系统的转动角动量为 r x p, 其 
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中 r = rn 是双粒 下 之间的径矢， p 是相对运动的动置.这个角动 
量乘直于 d . 置7力学中 f 这一点对原子核的转动角动量算符 W 

样八 成？： A 

(K-i).n = 0, 或兑 .n = £.ii. 这两个算符相等，它们的本征值 

当然也 相第， 又由于 n * L = L z = A, 我们有 

K-n = d , (82.4) 

因此 (82. 3) 式的最后第二项为 T • K 二 n * Kd 它与疋无哭. 

重新定义 "(r) 函数，可把有效势能最后写成 

V K { f ) = C /( r )+ B ( r ) 尺 （K + 1). (82. 5) 

由公式可知，给定值后，量了-数瓦的取值只能是 

K ^ A . (82.6) 

求解具有 ( S 2. 5) 式势能的一维薛定谔 方程， 可得一组能级.我 
们把这呰能级（具有同一 K 值的能级）按能量的递增次序加以编 
号，编号数为 ”= O f 1，2, .»;^ = 0对应于最低能级.由此可见，核运 
动使毎个电子谱项分裂成为一组能级，用 K 和”两个査子数加以 
标忠. 

这些能级(对一个给定的电子谱项)的总数可以是有限的或无 
限的. 如果电子态是这样的，即当 nco 时该分子变成两个孤立 
的中性原子，那么势能 G(r ) [因而还有 h(r )] 在 r— oq 时要比 
1/r 趋于零更快地趋于某一极限常数俏 t/(oo ) (两 个孤立原子能 
量之和 f 见§ 89). 在这样的场中，能级数是有限的（见§ 18〕，尽管 
在实际分子中这个能级数是一个很大的数值，这些能级是这样分 
布的，即对任一给定 的厂值 而言，能级数具有一定的数值(它们的 
v 値不同），当 f 增大时具有冋一X値的能级数咸少，直到某一 K 
值根本不存在能级为止. 

另一方面，如杲时分子分解成两个离子，则在远距离 
处， £/( oo) 变成按库仑定律（〜1/0吸引的离子吸引能， 
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在这样的场中有无穷多个能级，愈來俞密地挤向 极限值 t /( oo ). 
可以指出，对大多数基态分子 阱来 都属于前一种情形，只有相当 
少数的分子当原子核离远后变成一对离子. 

我们不能完整地算出能级依赖子呈子数的一般表式.这样的 
计算 A 苻对离基态不太远的那些低激发态才是可能的①.这些能 
级所对应的尤和〃量子数都很小.实际上，分子光谱研究中经常 
考虑的也就是这些能级，因此我们对它们特別感到兴趣. 

低激发态中的核运动可以看成平衡位置附近的小振动.据此 
我们可以把 E /( r ) 展成 i ^ T ~ r e 的幂级数,等于 f / ⑺取极小值 
时的 r 值.由于 K (匕 > =0,展到二次项为止时我们有 

U(r) = U e ^^McjU\ 

其中 t / s = t 7( O s ^ 是振动频率. 

( S 2. 5) 式右边第二项(离心能）中只要令 r = r a 就足够了，因 
为该项中已经含有 小量尺 （尤 + 1 ). 因而有 

= U e I B t K (7 f - F - l ) (82, 7) 

其中的 扎二 f /2 财4 =的 2 / 称为转 动常数 = 是该分子的 
转动惯 M ). 

( S 2, 7) 式的前两项都是常数,第三项柏当于一维谐振子.因此 
我们可以立刻写出所求的 能级： 

E = U^B e K(K^l)^ (82. 8) 

可见在上述近似下,能级由三个独立部分所组成： 

E = E et -\ ，五 T + E Vi (82.9) 

第一项 五 61 是电子能量（包栝相距为 r = r a 的原子核库仑能), 


①我们总足指7萬于同 一电子 谱项的邵些能级* 
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第二项为 


这是分子转动 ® 的转动能.奶二项为 


( 82 . 10 ) 

( 82 , 11 ) 


它是分子内原子核的振动能.根据定义，0是其有给定[值的那 
些能级按能量递增次序加以编号的编号数，称为 振动量子数. 

对一个形状给定的勢能曲线 t /( r )， 频率叫和成反比.因 
此振动能级间距和1/\/恧成正比.转动能级间距的分 


母中含有转动愦量/，因此和1/1成正比.电子能级及其闾距 
A 艮和及无关.甶于 mjM{m 力电子质量）在双原子分子理论中 
是一个小参量,我们有 

A ^ eJ > A ^ p » AJ^ rT (82.12) 

上 式给出烦不寻常的分子能级分布.核振动把电子谱项分裂成为 
一组相靠较近的能级.这些能级又由于分子的转动而显示出精细 


分裂叭 

下一级近似中，能量不再能分成振动和转动两个独立部分；出 
现了同时含有 f 和〃的转动-振动项.计算逐级近似后，所得的 I 


① 描述双原子分子（无自旋）转动的波函数基本上和一个对称陀蠔 （S 103) 相 
同.与 陀蠼不 kl 之处是，分子的转动只需用定义分子轴线方向的两个角度 

阳 &) 来描写，转动波函数与 UC 13) 式不同之处在干置子數的记号并且少了一个 

少 Vv ^ 因子，按 （ SL 4) 式， d 是总角动 SK 沿分子轱 u 103中的 S 轴)的分 I 
我们必须用和 /( 这里妨=欠 3 )代转入3/和 t . 闻此 

T 4.n: 

② 作为例子,下面给山几个分子的和石〃値（以电子伏为单位） 



Hi 

Nt 

o. 

-u t 

4.7 

7.G 

S/A 

%ii> t 

0.B4 

0.29 

0.20 


7.6 

0.25 

0.18 


_ 
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是跫子数 K 和 y 的一个幕级数展式. 

我们将在这里计算 (82. 8) 式的下一级近似.为此，我们必须 
把叭 r ) 展开至 S 的四次幂为止（参考§ 38中的非谐振子 R 题). 
同样地,离心能也要展至项.这样得到 

U s ( r ) = U e [ 

( 82 . 13 ) 

fi 

现在把 (82. 13) 中的最后四项当作微扰 算符， 来计算对 8) 
的本征值的改正.对于I 2 和 C 项应用微扰论的一级近似就够了， 
但对 S 和I 3 项一定要计算二级近似，因为I和I 3 的对角矩阵元都 
等于零.所有要计算的矩阵元都已在§ 23和§ 38題3中导出.所 
得的结果通常表成下列 形式： 

E = B (l ^Hoy e {v+^)-x t k<o, (v^y-hB v K(K-bl-) 

(82. 14) 

(82. 15) 


( 82 . 16 ) 


共中的 




B e , a € , D e 


B P = B e — K (”+ .D ^ B 0 — oc ^ 

等常数与 (82. 13) 式中的常数? 

R = tf n 

Be ~2 P 队-硕 
GBl / ah 

ha 入 Mco 

a 二 ▲( 点 )— 



和心 k 无关之项已 归在心 内, 
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例 题 

把双摒子分子巾的电子运动和核运动分离开来 T 试确定这种近似的准确 
程度. ^ 

解分子总哈密顿最可写成公 =A + A …其中铲 /2 M 是原子核相 
对运动的动能箅符屮 =— r 是联坫原子核的径欠 ； 是折合质量)， 

哈密顿量中包括电子的动能算捋、电子之间以及电子与原子梭之同的库 

«• 

仑勢能和原子梭的库 仑能' 设薛定 if 方程 

A. 八 A 



(1) 

之解的形式为 


卜^/ r > 

j™ 

(2) 

f*w 

其中的函数组 <p m (q ， r ) 是下列 方程的 芷交叼一化解： 


<$, r) - „ ( r ) <p M (q, r) . 

(3) 


q 代表电子坐标组; UM 是哈密顿量的木征值，它依赖于参最 r . 把 （2) 
代入 （1), 乘 ia ( pSrg H 并对？积分，得 


^ j VU = (4) 

m 

其中 

y f mwn ^ JQPnm . P ，in ^ fP 1 ) jihi * 

而 1 W ( P ) I ^是对 电子波函数而言的矩阵元，对角元 P „, 由于 

对称性而等于零. 

电子眩函数 h 只是在原子尺度内有变化显著，它 a 对 r 的撖商不会引 
进大的 if/m 参量 （ m 为电子质量）.因而与 h ( r ) 相比小 m / 血倍 ，可 
以略去 + 如果把 C 4) 式右边看作一个小的微扰，则零级近似波函数 A ( r ) 为 
下式 之解： 


① 哈 密顿最 S 取的是分子质心为静 止的坐 @系 （ P ,+ P *=(^ f _ 是两个核的总 
动置, P ■是电 子总动置)，艽屮没有包含质心动能 
与电 子动能 相比,这一 项确实 很小，比例为 m / M . 
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上式描述 t ；„ Cr ) 场中的核达动 (> 适这沖运动的 迓子数 >. 微扰论的适用条仲 
是 

a 

1 ( 即 1 y f nm ^ I wy> j « [^ H i,r -- 茗 ， vl. 

不等式的右边足不阆电子谱项的能 量差， 此贷对小的 fn(M 参最而言为零 
级.式左边含有核波函数的矩阵元. r “中含有 m / J / 因子，它确是很小. 
在的矩阵元中，算符5作用于义砂函数 T 使它乘上了一个核动最的数量 
级的贽.如果原子核作小振动，其动量〜由于頬率0,和7；^成反 
比，矩阵元<仙'丨{^„ 1 |卿>为(01/尨)"*数量级. 

I 

§«3多重谱项_情形 a 


现在来研究自旋 S 不等于零的分子能级的分类问题，在零级 
近似中，当相对论效应完全略去以后，分子和任意多粒子系统一 
样，它的能量与自旋的方向无关(此自旋是“自由”的），结果使能级 
具有(2这+ 1)重简并.但当考虑了相对论效应以后，能级就会分 
裂，从而使能量成为自旋沿分子轴方向的投影槙的函数，我们将 
把分子中的相对论徉用称为自旋-轴作用.它的主要部分(和原子 
的情形一样)就是自旋和电子轨道运动间的相互作用 

分子能级的性质及其分类，明显地依赖干自旋轨道作用和分 
子转动两者的相对重要性.后者所起的作用可以拿两个相邻转动 
能级的间距作标志.与此相应，我们来考虑两种极端情形.一种 
情形是自旋-轴作用的能量大于转动能级之间的能量差，另一种情 
形则相反.第一种情形通常称为情形 a (或 a 型耦合)，第二种情 
形称为情形 &. ( F . Hund , 1933), 


①除了 fj 旋-轨 芭作 用和自旋-自旋作用以外，还有分子转动与电子自旋及轨逍 
运动间的相互作 m . 但是这一郎分的作用 m 小，可能只对自旋的谦顼有愈义 
(见 $84). 
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情形 《 最为常见.■谱项是一个例外，其中主要属于情形6, 
因为自 旋-轴 作用效应对这种谱项讲来是很小的（见后) 叭 对于其 
它的谱项讲来，情形6有时在极轻的分子中找到，因为这种情形下 
的自旋-轴作用比较弱，而转动能级的间距比较大(转动惯量比较 
小). 

介于《和6之间的中间情形当然也是可能的.还必须注意到， 
同一个电子态当转动量子数改变时可以从情形 a 连续地变到情形 
K 原因在于,相邻转动能级之间的间距是随着转动量子数的增大 
而增大的，因此即使在较低转动能级时属于情形 a ,怛当转动量子 
数增大后，转动能级间距就有可能大于自旋-轴作用的耦合能量 
(情形句. 

情形 a 的能级分类原则上与自旋为零的谱项分类没有多大的 
区别.我们酋先考虑原子核静止时亦即完全略去转动时的电子谱 
项.除了电子轨道角动量的投 影值」 以外，现在还必须考虑总自 
旋沿分子轴的投影值，我们用2代表这个投影量②，它的取值为怂 
S - 1 , …一怂当自旋和轨道角动量在分子轴上的投影方向一致 
时，我们令工取正值（注意 d 代表轨道自动量投影值的绝对值). 
d 和 Z 相加起来给出沿分子轴的电子总角 动量： 

Q = A - rX \ <83. 1) 
它的取值为及 一 1，…，」一及由此可见，轨道角动量 
为 Z 的一个电子谱项分裂成为 2 S +1 个具有不同 D 值的谱项；和 
原子谱项的情形一样，我们把这种分裂称为该电子能级的 i * 细结 
构或多重分裂.通常把 D 值标在谱项符号的右下角；例如 u = 】 ， 


①一个枠殊情形足（^分子的电子基项谱 項). 它的 钢合情 况介于 o 型和 
b 型之间（见§ 84 题 S ). 

@不要和 d = 0 的谱项符分湛请起来1 
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+时我 们得到 a n 1/2j 2 77 3/2 两个 谱项. 

考虑了原子核的运动以后，每一个这样的谱项中会出现振动 
和转动结构.各种转动能级是用分子总角动量量子數•/的数值来 
标志的，这个总角动量包括了电子的自旋和轨道角动量以及原子 
核的转动角动量①. J 可以取从^ I 值开始的各种整数值： 

(83,2) 

显然这是 （82. 6) 式的推广. 

现在来推导情形《中分子能级的定量公式.先考虑电子谱项 

I 

的精细结构.我们在§72中讨论原子谱项的精细结构时应用了 
(72.4) 式,该式表明自旋 - 轨道作用的平均值与原子总自旋沿轨逍 
角动量矢量方向的投影值成正比.与此完全类似，双原子分子屮 
的自旋-轴作用（对原子核间距给定为 r 时的电子态取平均)和分 
子总 A 旋在分子轴上的投影值工成正比，因此可把所分裂的电子 
谱项写成下列形式： 

U ( r ) +^( r ) 

式中的 t /( r ) 是原谱项（未分裂前的谱项)的能量，是 r 的某 
一函数，这个函数与原谱项有关(特别是和 j 植有关)但和工无关. 
由于人们通常采用量子数 D 而不用 I ，为方便计，我们可把』2改 
成 AQ ; 所差的可以包括在 i 7( r ) 内.因此对于一个电子谱项， 
我们有以下的表式 

U { r )+ A { r ) Q . (83. 3) 

注意分裂谱项的各个分量是彼此等距的:相邻分量 （ G 值相差 
为 1) 的间距与 D 无关并等于 4(0. 

根据一般考虑很易证明2谱项的 J 值等于零.为此我们来进 

①符号 K 仍保留为不考虑自旋时的分子总角动置.情形 o 中 * 子数夂并不存 
在，因为角动 SK 叩史近似地讲来也不能守 S . 
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行时间反号操作，此时的能量值一定保持不变，可是分子态中沿 
分子轴的自旋和轨道角动置都要反向.能量4002中的 Z 就要 
变号，如果能畺保持不变，则 40) 必须变号.如果」#0,我们对 
』00的数值不能作出任何结论，因为 zoo 依赖于轨道角动量，而 
轨道角动董本身也要变一符号.但当 d =0时，我们可以肯定 4( f ) 
此时是不变的，因此它只能等于零.山此可见，对 Z 谱项讲来，> 
级近似中的&旋-轴作用并不产生能级分裂；只有考虑了二级近似 
中的自旋-轴作用或者是一级近似中的自旋-自旋作用以后，能级 
才会分裂（与成正比）但是比较小.这就是前面提到的 Z 谱项 
往往属于情形&的根据. 

当我们求出了多重分裂以后，分子的转动就可以当作微扰来 

处理，完全类似于§82开始所作的推导.原子核的转动角动量可 

以从总角动量中减去电子的轨道角动畺以及自旋以后得到，所以 

离心能算符现在呈下列形式 I A A 

B ( r ) ( J - L - S ) a , 

上式对电子态求平均后再加到 3) 式中，即得欲求的有效势能 
UAr )： 

?^(幻=?7()0 + ( r )( J - L - S) J = 

= C /( t ) H -/ l ( r).Q - VB { r ) [ J 2 _2 J . (L + ST 

十 T ? + 2 T ^ + P ]. 

J a 的本征值是 J 0/ +1), 其次，裉据和 § 82 屮相同的论证,我们有： 

J^ = nA, S =n^, (83* 4) 

还有 （ J_t — S ) _n = 0, 因此有本 征值： 

J-n = (I 十 S) *n 广 yl 十 2 (83* 5) 

把以上诸值代入，我 们得： 

Uj(T) 二 £/(0+ 乂（ 0 公 + 五 （OW + I)—+ P 

+2 r ^+ p ]. 



对电子态平均时采用的是零级近似波函数®但在这种近似中自 
旋值是守恒的，从而这个波函数是自旋函数和柴 
标函数的乘积；囡此角动量 L 和 S 的平均是相互独立地进行的， 


我们可得 


L»S= Ati' S — A . 


最后，轨道角动量 L 3 的平均值与自旋无关，它是标志所给电子谱 
项(未分裂的谱项)的一个 r 的函数.凡是 r 的函数但与人 I：无 
关的项都可以包括在 C/(r)^ t 凡是与 3( 或者 D) 成正比的项都可 

以包括在表式中，因此可得下列有效势能表式 
UAr ) =(7(0 - hA ( r ) D - hB ( r ^ [/(/+1) - 20 a ], 

(83. 6) 

利用§82中从 (82. 5) 式开始的那种方法，我们可以求出目前 
情形下的分子能级.把 Wr ) 和展为吾的幂级数，对 "( r ) 只 
展到 S 的二次幂为止，但对上式中的第二琐和第三项只保留零次 
幂，我们得到以下能级表式： 

E=U e + A c O+ ho^v-V 舍 )+ 扎 [J(J + 1) — 2 O*] , (83. 7) 


式中的 4=4(0 和艮是标志所给(未分裂)谱项的一些常数.继 
续展至髙次幕以后，可得含有暈子数的髙次¥项的一个级数，我们 
就不在这里写出来了. 


§84多霣谱项 •情形 b 

现在转向情形此时分子的转动效应超过了多重分裂.因此 
我们必须首先考虑转动效应而略去自旋-轴作用，然后把后者作为 
微扰来处理. 


①这是既对分子转动效应又对自旋-轴作用而言的蓴级近似. 
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自旋为 “自 由”的分子中，守恒的不但有总角动 iJ , 而且还有 
K (原子核角动量与电子轨道角动量之和)， K 和 J 的关系为： 

J = K + S , (84. 1) 

量子数 E 区別具有自由自旋的一个转动分子中某一给定电子谱项 
的各个不同态.在给定瓦值的态中，有效势能卩 〆 O 显然是和; 

0情形时的 （82. 5) 式一 样的： 

U k ( t ) = U ( r )+ B ( r ) KCK ^'}, <84. 2) 

式中允的取值为…. 

考虑到自旋-轴作用以后，莓一谱项一般分裂成力 2 S +1 个谱 
项(或者是2瓦+ 1个谱项，如果欠<及)，它们具有不同的总角动 
量根据角动置相加的一般法则. J 的取值（当 K 给定后)是从 

尤+汐到丨尤一苫 

\ K ^ S \^ J ^ K -^ S . , (84.3) 

计算分裂能量（用微扰论的一级近似）时，擦要求出自旋-轴 
作用能量算符对零级近似态（相对于自旋-轴作用的零级近似态） 
的平均值.在目前情形下，这意味着既对电子态又对分子转动_ 
( r 为给定）求平均.我们知道，第一个平均的结果是一个 
形式的算符，它与自旋算符沿分子軸的投影成正比.再把这 
个算符对分子转动求平均，并取自旋矢最的方向为任意，則有 Si 
= n - S . 平均值 S 是一个矢量，从对称性角度考虑应该和 B 矢量 
仑的方向一致，云是标志分子转动的唯一矢量.因此可以写作 

常数 xfc ， 

式中的常数很容易求出，只要以$乘等式的两边并注意本征值 
= d [见 （82. 4) 式]及 K s = Jf (尺+ 1)，即有 

①佾形&中*自旋沿分子轴的投影 r »_ S 并不具 Ti 定值,所以不存在量子数 2( 或 

fi ). 
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A 

K{K+l) 


Ab A 


最后,根据一般公式 (31. 3) 1 乘枳 K « S 的本征值等于： 

K . S^+W + l ) — K ( iT + l ) — S 0 SH *1)：1. (84 ■妁 

结果，所求的自旋-轴作用能量平均值如下式 所示： 

則 2K(K+1) [J(J+ r) ~ K(K + D3 

= 处 )( 厂 卿卯 ) - P ( 以， 

这个式+应该加到 (84. 2) 式的能量公式中.其中的 ( r ) d 项 

与犮和•/无关可以包括在 C 7( r ) 内，因此有效势能的表式最后为 
C^(r)-^(70 + B(r)^(iC + l) 


+4(r) A 


( J - S ) (/+ 汐 + 1 ) 


(84* 5) 


按通常方式展成 卜 r - u 抱 幂级数以后，即得情形6时的分 
子能级表式： 


E - U , 


+ “々- l -|)+ JWK + l ) 




{ J - S ) ( J +^+ l ) 
~~ 2 K(K 十 1) 


(84*6) 


正如上节所指出的， Z 谱项的自旋-轴作用在一级近似下并不 
给出多重分裂，为了求出它的精细结构，我们有必要考虑自旋-打 
旋作用，它的算符是电子自旋的二次式.现在我们感兴趣的并不 
是这个算符本身，而是这个算符对该分子的电子态的平均结果，正 
如我们对自旋-轴作用算符所作的那样.显然，从对称性考虑可 
知，所求的平均算符应该和总自旋对分子轴的投影值的平方成正 
比，也就是说可以写成下列 形式： 
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aCrHS - n )*, ( M . 7) 

式中的 a («) 又是一个标志所给电子谱项的距离 r 的函数，对称性 
的考虑中还允许存在一个与9成正比的项，但由于自旋的绝对值 
是一个常数，这一顼无关紧要.我们不打算在这里推导一个繁杂 
的普遍公式去说明 (84. 7) 式的算符所产生的分裂，本节的题; I 中 
将推导出对2三重谱项的公式. 

工双童谱项是一个特殊情形.根据克喇末斯定理在总 
自旋为5 = 1/2的多粒子系统中，双重简并是永远存在的，即使全 
部考虑了该系统中的内在相対论作用以后也是这样，因此不管在 
任何近似中，即使同时考虑了自旋-轴作用和自旋-自旋作用以后 f 
谱项仍不分裂. 

只有考虑了自旋与分子转动的相对沦作用以后，才能得到谱 
项的分裂，这个效应是极小的.这种作用的平均算符显然呈 yK *§ 
的形式，它的本征值由 （84.4) 式确定，该式中应令厶= 1/2 ， J = K 
士 1/2. 结果对谱项得到下列公式 

E^U e ^ t (v^±^B 9 K(K^l)± 

(84, 3) 

有一个常数_ jv 已包括在 K 中. 

例 题 

1,求情形&中谱项的多重分裂 ( H . A . Kramers , 1929 ) t 
供 所求的分裂由 （ S 4.7) 式的算符确定，这个算符须对分子转动求平 
均，我们把它写成的形式，其中的 = 由于忍是守恒 

矢量，我们只偌对乘积求乎均.根据§29例题中所得的公式，我们冇 

Art ^ /N 

托 (2 Jf - l ) (2 K + 3) + ' 
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艿 屮 未写出之项 （与 成正比)所给出的能: g 与 J 无关，不会产生 当前讨 沦 
的那种能级 分裂. 分裂值从而由下列算符确定： 

~~{2 K -1) (2 K - h 3) + 

由于 S 和 Sr 对易，故有 

( S ^ K)K 

S - K 的本征俏已白 （ w . d ) 式给出.此外尚有 

+ S ^ e ^ K , 


里 （ S.K) S — ~S k SA ie^iKt 

- (S+K) 2 +- 卜⑴ e ⑽ =(S_K) S + S.K. 

三甫项 1) 的三个 私: 分最对应千 J = ^ K ± l . 求裨这些分最间 
的能级间 距为： 






K 

2K-1 


2 * 试求介于情形 a 和 & 之间的双重锵项（ / 手 0) 的能贵 （ E+ Hill 和 
J. H* vail Vieclc, 1928} , 


解 由于转动能 fi 和自旋-轴作用能 置巳假 定具有同一数最级，在微忧 
论中两者必须同时考虑，故撖扰算符的 形式为 

F = fl 4 K ^^ in * S . 

零级近似波函数最好采用角动 踅反和 J 同时具有定值的态函数（即情形办的 
函 数）. 由于双重讲项的及= ] /£，当 J 给定以后，釐子数 JC 可取反=/士 1/2 
两个值.为了建立久期方程，我们有必要算出阵元> 
代^确定电子说项的其余置子数集合），其中的欠 和及' 可以取上列坫值.算 
符 A 的炬眸是对角的；对角矩阼元筇于瓦(无+ ] ). ( n * S ) 的矩阵元可以用 
一般公式<1⑽ .5) 算出，令该式中的人-夂 幻11 的约化矩阵元由 (8 JW ) 
式给出，计算后绐出下列久期方程 


①对转动求平均之前必须先对振动求 平均. 丙此我们把 5(0 和 4( r ) 函敎换 
成齩值也和 d •(只限于 t 展汊 的苐一项），而未扰能级为五⑴ =[/, 十 ^+ } ^~y 
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解出上式片把五 u 加在未扰能莆 t 即沿： 

£J = JJ 0 -]~ i~ -~^ (J H _ 1 > 


士 /H +) - A e f ^ A -\-- j-Al 

常数艮 /4 巳包括作 C /, 内.情形 a 相当-丁山》5 〆 ，愦形 A 时不等式则反 
之- 

3. 试求情形介于 a 和&之间的 3 工三重能级的各个 分贵的 间距. 

解和题2 —样，转动能 S 和 R 旋- 自旋作用能量在微扰论中要一起考 
虑.傲扰算符的形式为 

F ^^ K 2 hcr fi ( n * S ) s . 

采用情形&中所用的零级近似波函数， ( Aln - SlX f > 矩阵元(此矩阵的对角 
指标仝已赂去)仍可按 (109.5) 和 （87.4) 式算出，但此时有非 
零矩阵元为 

</| n . su - n 、/ 黑，叫“…小 - v /志. 

J 给定后 K 可取反 J ±1 诸值.对<瓦诸矩阵元可得 

iJ \ V \ jy ^ B 0 J ( J + l )-^ a ^ 


〈*/ + 1 I F |J -F- O —1) {J +2) -r -y^Y， 

<j — i[yIj + ixj]■ i]r |j — 1> = a /4K—|_L. 

我 n 看到，在及 态和凡 一 态之问并没有跃迁 + 因此其中的一 
个能级 就是仏 其它两个能级 ( a , 心）可从/土 1态的跃迁矩阵 




元所组成的二次久期方程中解出.我 们只对 三重项各个分量的相对 位置感 
兴趣，可以在4 匙 馬三个能量中-律戚去一个常数 a ,. 結果得 

K t = BJ (/+!), 

私, 3 [ B b ( ■^十•/十 1) ( 2 J + 1) 1 - 

情形 6 时 （ 《很小），枣虑咒偯相 R J 値不 R 的三个能级 t 尺士 1)， 
我们仍掸题 I 中的公式. 

§85多重谱项■情形 c 和 d 

除了 a 和6两型耦合以及介于其间的耦合外，还有其它类型 
的耦合，这呰耦合型式的来源如下.量子数 d 归根结底是由分 
子中两个原子 M 的电作用而来的，它是电子谱项问题中轴对称性 
的结果（分子中的这种作用称为轨道角动量与分子轴的耦合作 
用). d 值不同的谱项间的间距给出了这种作用的一个尺度.在这 
以前我们默认了这种作用是很强的，使得其间距远大于谱项的多 
重分裂间距和转动结构间距 . 但在实际上也存在着相反的情形，此 
时轨道角动量和分子轴之间的作用差不多等于甚至小于其它的效 
应.在这样的情形下，不管怎样的近似，我们当然不能说轨道角动 
量在轴上的投影值是守恒的，量子数 d 也就失去意义. 

如果轨道角动量与轴的耦合小于自旋-轨道綱合，就称为情彩 
c . 它出现于含有稀土族原子的分子中.这些原子的特点是含有 
一些角动量未被抵消掉的: f 电子.由于 f 电子处于原子的较深处， 
它们与分子轴的作用就有所削弱.介于 a 型和 c 型之间的耦合情 
形，往往在重原子所组成的分子中碰到. 

如果轨道角动量与轴的綱合小于转动结构的间距，躭称为情 
形 d . 这种情形出现于最轻分子(氏，1^ 2 )某些电子谱项的髙转动 
能级 （ J 值很大的能级）中.这些谱项的特点是分子中存在着一个 
高激发电子，它与其余电子(或称为“分子实”）的作用很弱，以致它 
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的角动量并不沿分子轴方向量子化（此时“分子 劣” 沿轴具有确定 
的角动量 

当原子核间的距离 r 增大时,原子间的作用减弱，最后小于原 
子中的自旋-轨道作用.因此，如 果考虑 r 足够大时的电子谱项， 
我们就得情形 c . 当我们要弄清分子的电子谱项与 r — a 时所得 
的两个原子态间的笑系时，必须注意这一点.§⑽中我们已经讨 
论过这样的关系，但是略去了自旋 - 轨道作用.当我们把谱项的精 
细结构也考虑在内以后，还会产生两个孤立原子的总角动 量值札 
A 与分子的量子数之间的关系问题.我们不打算重复完全类似 
干 S 80 的讨论，下面只给出它的结论. 

如果分子是由不同原子组成的，那么，角动量为 A 和 A (/,> 
的两个原子结合时所得的各种丨 a 1值①仍由表格 (80.1) 给出， 
表中的心， A 应改成同时」应改成!口1.唯一的区别是, 
当心+心为半整数时 | 的最小值不是表中的0而是 1/2. 另一 
方面，当为整数时存在着 2 J Z + 1个 O =0的谱项，这些谱 
項的符号问题尚待确定（正如略去精细结构后对谱项 Z 所作的那 
样X如果 A 和 A 都是半整数，则(2入+ 1>沟偶数，其中的一半 
谱项为0 + 另一半 谱硬为 (T . 如果 和厶 都是整数，则有 / 2 +1个 
谱项为另有士个谱项为『[如果 (一1)〃^^* =1], 或者反 
之[如果（一 

如果分子是由处于不同状态的和同质子组成的，结果所得的 
各种分子态与异原子分子的情形完全一样，唯一的区別是谱项总 
数增加了一倍，弁且毎个谱顼在奇谱项和偶谱项中各出现一次. 

最后，如果分子是由处于相同状态(具有角动量乃 =4 3*0 


① 把两个 原子的总角 动迓入 和人枏加成为角动鱼 Q 时, D 的符号 M 然是不 fi 
要的， 
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的相同原子所组成，它的总态数仍和异原子分子的情形相同，它们 
的宇称分布却是这样的； 

J 整数 O 偶数时： H + 1; 

J 整数口奇 数时： Nd ; 

J 半整数 D 偶数时：- 

J 半整数 D 奇数 时： 札=沁+1_ 

同时所有的0+谱项为偶，所有的 0- 谱项为奇. 

当原子核趋近时， c 型耦合往往过渡到《型辆合①.这时可能 
出现下列有趣情况. 

我们巳经讲过 ， z = o 的谱项属于情形&，从 a 型的分类观点 
看来，这意味着 d 值不同(而 d 都等于零)的各个多重能级对应于 
同一个能量.但是这样的能级有可能由两个处于不同精细结构态 
中的原子彼此靠近时所产生. 

因此就有可能发生两对不同精细结构态的原子对应干同一个 
分子谱项,对 d = 0的那些谱项讲来，也有可能发生同样的情况，即 
当原子梭趋近时它们变成一 个/尹 0( 因而 — 的分子谱项， 
这样得到的能级是双重简并的，因为情形 a 中的谱顼0+和0_(它 
们可以来自不同的原子态对)具有相同的能量®. 


§86分子谱项的对称性 

§7 S 中我们已经研究过双原子分子谱项的若干对称性质.这 
些性质刻划了波函数在梭坐标不变的变换下所具有的行为.例如 
分子对于通过分子轴的平面所具有的反射对称性，导致了 2 + 


① o 型和 C 型谱项分类间的对应关系，不能一較地推导出来.它的推导必须考 
虑澍具诤的势能 曲线， 考虑到对称性相同的能敦不能相交的规则 （S 79), 

② 此处格去了3双线 CSISsa ), 
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和谱项的区别，相对于所有电子坐标同时变号的对称性(对相 
同原子组成的分子而言)®，导致了谱项的奇偶分类.这些对称性 
刻划着各个电子谱项，属于同一电子谱项的所有转动能级具有相 
同的对称性. 

分子的态和任一多粒子系统的态一样（见§30>，还以反演(所 
有电子坐标和所有核坐标同时变号）时的行为为标志.由于这一 
点,所有的分子谱顼可以分成正(电子坐标和核坐标同时反号时波 
函數保持不变）和负（反演时波函数变号)两类© 

A 式0时，锯一个谱项相对于角动量沿分子轴的两种可能取向 
讲来都是双重简并的.反演操作的结果角动量本身并不变号，但 
是分子轴反了向（原子已易位），从而角动量沿分子 轴的取 向也反 
了过来.属于所给能级的两个波函数因此在反演中进行相互变换， 
而且我们总是可以把它们线性组合成一个对反演不变的函数和一 
个反演时变号的函数.因此对每一个谱项可以得到两个态，其中 
的一个是正的另一个是负的.实际上毎一个 A ^ O 的谱项总是分 
裂的（见§ 83)，于是这两种态对应于不同的能量值， 

Z 谱项的符号问题需荽特殊考虑.首先，0旋显然与谱项符 
号(:正负符号〕没有关系，因反演操作只改变粒子的坐标,而保留波 
函数的自旋部分不变 t 因此任一给定谱项的各个多重结构分量全 
都具有相冏的符号.换句诘说，谱项的符号只依赖于 K 而不依赖 
于機 

分子波函数是电子波函数和原子核波函数的乘积 . S 82中曾 


①假定坐标原4 选 在分子轴上两梭的中点处. 

@我们保留了这个习用术语.但很不幸，因为在原子情形下谱项的反演行为被 
称为宇称，而不称为芷负符号. 

这里所讲的正负符号不要和5讲項上附加的十、一指标混淆起来 j 
@记住 S 进项通常厲丁■情形\闽此必须采用量子数皮和人 
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经指出过， T 态中的原子核运动等价于一个轨道角动量为 尤的粒 
子在辏力场 V ( r ) 中的运动.因此可以肯定，当坐标变号时原子核 
波函数要乘以(一 1) 叮见 (30. 7)]. 

电子波函数表笹电子谱项，为了明确它的反演性质,我们必须 
考虑一个固定在原子核上并和原子核一起转动 ，的 坐标系.令 ; M 
^为固定于空间的一个定坐标系， 而丄 为转动坐标系，该坐标 
系中分子是固定不动的 j ， 1 S 坐标轴的方向是这样确定的，使得 
^轴和分子轴重合并沿核1到核2的方向 上 各轴的正方向 
的相对位置与 H S 坐标系的情形一样(这就是说，如果 H 2是 
左手坐标系，则也是左手坐标 系）. 反演操作的结果 ， H 
«轴全都反向，使它从左手坐标系变到右手坐标系，此时的 t 
也应变成右手坐标系，但 S 轴是刚性地固定在原子核上保持着它 
原有的方向，所以纟轴或^轴屮一定要有一个轴反向.因此定坐 
标系中的反演操作等价于动坐标系中对通过分子轴的一个平面所 
作的反射操作.但在这样的反射下，谱项的电子波函数保持不 
变，而2 -谱项的电子波函数变一符号. 

由此可见， Z + 谱项的转动分量的符号是由（一1产因子确定 
的： K 为偶数的一切能级都是正的， K 为奇数的一切能级都是负 
的 . 工_谱项的转动能级的符号由（一 l ) m 确定： 夂为偶数的一切 
能级都是负的，而 K 为奇数的一切能级都是正的. 

如果分子由相同原子①所组成，那么它的哈密顿董还对两个原 
子核的坐标对换保持不变.如果它的波函数对原子梭的对换保持 
不变,它的谱项称为对这两个核是对称的；如果波函数反号，则称 
为是反对称的.关于原子核的对称性，它与谱项的正负符号及奇 
偶宇称密切相关.原子梭的坐标对换等价于所有粒子（电子和核> 


①这闽个相同原子不但要 M 于同一元素而且要属于同一同位粜 f 
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的坐标变号再加上一次只对电子而言的坐标变号.由此可知，如 
果该谱项是偶的(奇的）同时又是正的（负 的）， 它对原子核而言就 
是对称的.如果该谱项是偶的（奇的）同时又是负的（正的），它对 
原子核而言就是反对称的. 

§6 2 之末曾经确立过一个普遍 定理： 两个同类粒子所组成的 
—个系统的总自旋为偶数时，它的坐棕波函数是对称的；为奇数时 
则是反对称的.如果把这个结论应用到相同原子所组成的分子的 
两个原子核上，我们就能发现,谱项的对称性和总自旋/的奇偶性 
有关，^由两个核自旋〖相加而得 . J 是偶数时谱项为对称， J 是奇 
数时谱项为反对称®特別是，如果这两个原子核没有自旋（〗=0)， 
mi 等于零，这个分子就不存在反对称的谱项.由此可见，核自旋 
对分子谱项具有重要的间接影响，尽管它的直接影响(谱项的超精 
细结构)并不重要. 

计及梭自旋后会导致能级的附加简并. 还在§ 62中 ,我们曾 
经计算过^值为奇数和偶数时的态数，/由两个核自旋 i 相加而 
成.当 i 为半整数时,/为偶数的态数等于 i (2 i + ：0. /为奇数的 
态数等于 （^11) (以 + 1). 裉据上述结论，可知£为半整数时对称 
和反对称谱项的简并度和? 3 之比等于 

f (86.1) 

9a I rl ' 

同理当 i 为整数时这个比值等于 


A 」+1 

— — 

9a * 


< 86 . 2 ) 


①报指讲项的宇称、符号以及对称栓之间的关系可以肯定，原子核总自旋/为 
偶数时正能级是偶的，而负能级是奇的./为奇教时則反之. 

@这样的能级简并度常称为该能级的统计权重. cae . i ) (8 G . 2) 式确定了对称 
和反对称能级的核统计扠重之比. 
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我们已经知道谱顼旋转分量的符号由（一1，确定.例如 
谱项的旋转分量当反为偶数时是正的因而是对称的，当 X 为奇 
数时是负的因而是反对称的.裉据以上所得的结论可以肯定， 

能级旋转分量的梭统计杈重随着 X 值的依次改变而按 （86. 1) 或 
( S 6. 2 ) 式的比值交替地改变 t 对以及工7，也有完全类似 
的情况.特别是当 i =0 肘，谱项中冗为偶数的能级以及 
谱项中足为奇数的能级它们的统计权重都等于零.换句话 
说电子态中不存在 ii ： 为偁数的转动态，而在态 
中不存在左为奇数的转动态. 

由于核自旋与电子的作用极弱，/值的改变几率极小，即使在 
分子碰撞屮也是这样.因此/值奇偶不同的分子只有对称的或 K 
有反对称的谱项，便它们犹如两种不同形式的物质.例如正氨和 
仲氛，前一种分子中两个核自旋 i = 1/2是平行的 = 后一种 
则是反平行的（/ = 0). 

§87双原子分子的矩阵元 

本节将给出双原子分子中各种物理量矩阵元的一些普遍公 
式，我们先计算零自旋态之间的跃迁矩阵元. 

设 d 为分子（具有固定的原子核）的某个矢: t 物理置，例如它 
的4偶极矩或磁偶极矩 4 我们先在 爸， r ?， c 坐标系中考虑这个量，该 
坐标系随分子一起转动，£轴沿分子轴.和对于这个系统的分子 
角动量 （即电 子角动量 L ) 并不全部守恒，但它的 C 分 S 是守恒的. 
因此量子数 L 「- A 的选择定则仍然成立(与§ 29 中的 Jtf —样).矢 
量的非零矩阵元从而为 

<n r A \At\nAy, (n'A A — 1>， 

« A-l\A t ~iA M \nA) t (87.1) 
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n 为具有给定』值的电子谱项的编号数. 

如果两个谱项都是 Z 谱项，我们尚需考虑来自平面(通过分子 
轴的平面)反射对称性的选择定則.这样的反射中，一个普通矢量 
(极矢量）的 S 分量保持不变，但轴矢置的 S 分量要变号.由此可 
知，对一个极矢量，禹只有工 +— 和^ 跃迁矩阵元才是 

非 零的， 对轴矢量只有 I — 跃迁矩 阵元. 我们不必讨论 
A , 分量，因为对这呰量不改变 d 就无法跃迁. 

如果该分子由相同原子所组成，就迅有宇称的选择定则 .一 
个极矢量的分量在反演时要变号.因此只有宇称不同的状态之间 
的跃迁矩阵元才是非零的（对轴矢量相反之).特别是，极矢量分 
量的所有对角矩阵元都等于零. 

<87. 1) 式的矩阵元与同一矢量在 H ：5定坐标系中的矩阵元 
的关系问题，可用后面§ 110中导出的适用于任意轴对称物理系 
统的普遍公式来解决.当把对量子数分子总角动量 K 的 z 
分量）的依赖性（对所有矢量相同）分离出来以后，还留下约化 
矩阵元它们与 （8 L 1) 矩阵元的关系，由 
(对应干一个矢量)的 （110. 7) 式适当改变它的棗子数圮 
号后得出.按 (82. 4), d 等于总角动量 K 的 C 分量，采用一阶球基 
张量的分量与矢量的笛卡儿分量之间的关系式(107.1)，以及表 
9的符号值(§106)，可得下 列对/ 为对角的矩 阵元： 

WKA\\AlnKA) = A '/ 岳 < 乂 」I 木 W 力 >， ) 
in^K-l, AlAWnKAy-i^^-—^^ A\A,\nAy ,) 

<87 - 2) 


以及 下列/ 的非对 角元: 
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<n f KA^AlnK, A-l} 


_ ( 2 Khl )( K -\- A)(K /I +1) 

- J 1 II I ■ — ■ — —* I 

v 4 K(K + ： l ) 

A lA ^ iA ^ n , A — 1〉， 

<nU| [川|泣， K -\, A - l } 


(K-hA')(K + A-l) 


4K 

WAlA . + iAJn , A ^ l }, 
<n\ n ， A-iy 


(K-A)(K~A-\-l) 


( 87 . 3) 


4 K 

<n f A I 木 -1> ‘ 

留下的非零矩阵元可以通过约化矩阵元的厄密性 得到: 
对 I ，1 <坐标系中的矩阵元则为 


<,nA 1,4 /f > = <w r /T |yl f I- 

<nA j 二 (n f A f \A L \nAy. 

下面是矢量 A = n ( 沿分子轴的单位矢量）时的矩阵元特例公 
式.此时有4 = = 4 = 1,在& !?, S 坐転系中只有对角元不 

等于零. < nA \ A i \ nA }= l , 约化矩阵元除指标 K 外对所有指标 
均为对角，如果只写出 f 指标，我们有 

< K \ n \\ Ky -^ A ^ , 

r __^ (87. 4) 

( K -1 W \ K ) = 

(H* Honl 和 F. London 1925), 对于』， 0 ,上式给出 

<火|卜|尺>二0, < K - l \\ n \ K }^ i ^ k \ 

这和运动于辏力场中的单位矢董矩阵元相一致,见 (29. 14). 
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现在再来看一下，当在自旋不等于零的态之间跃迁时,前面所 
得的公式应作何修改.重要的是，先应知道这些态究竟是属于情 
形《还是情形 

如果这两个态都属于情形 a ， 公式主要只 是作圮 号上的 更改. 
量子数^和1^不苒存在，应换成总角动量^及其 s 轴投影 
另外还有 S 和 + 故约化矩阵元为 

A ( \ A \\ nJ 8 DA ), 

设 A 为任一轨道矢量（即不依赖于自旋).其算符与自旋算 
符§对易，故其矩阵对量子 数汉和 A = 2是对角的； 0 S 
将随」 一 起变化（即 (87. 2)-(87. 4) 式的改 
变只是在矩阵元中添加了一些指标并用^和口代替反和例如 T 
(87. 2) 第一式变成(对角指标 S 已略去） 


i^JQAUWnJQA^Q 7 爲岛 


W DA f 


现在令 A^S. 由于自旋算符和轨道角动量对易，也和哈密 
顿量对易，故其矩阵对”和 j 是对角的但对汉和 z (或 /?) 为非对 
角. 分量的汐，工—及， P 跃迁矩阵元由 （27. 13) 式给 

出> 式中用汉和2代替 Z 和丑.然后用（ 87 . 2 )和 (S7. 3 ) 式变换 
到 H = 坐标系，并用/和《代替 K 和从而得，例如（对角指 
标托，厶和 d 等已略去） 


iJD\8\J, f? 一 = 



(2J+1)(J -0")C/--D + 1) 

4J(J + 1) 




'(2/+DG/+ 卩）一 ; o + ])(m)mi)T" 

— L w+l) 」 

其次，假定两个态都厲于情形 h 井设 A 为轨道矢最，矩阵元 
的计算可分两歩完成.先只考虑转动分子而不计入 s 和 K 的相 
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加;矩阵元对方是对角的并可由 （87. 2) (87* 3) 式确定.第二步，把 
K 加到 s 上给出总角动量 J， 新矩阵元可用普遍公式 （109.3) 得到， 

式中用 K， 夂 J 代替九丸 /• 例如，对 d 对角的矩阵元为 

JKAlAlnJKA )^ 

i - l)^ t+s + H 2 J + l ) KA ^ nKA ' > ^ 

应用表 io (§ ios ) 中的^符号以及 （ 87 . 2 ) 的约化矩阵元，最后 
可得 


in 9 JKAlAhnJKA } 



/^TTTW+ 1 ) ^K(K-hl)~S(S^-l} 
\ J(J^rl) _ — — 2A 1 (^TT) — " 

情形 a 和情形 & 的两态之 N 的跃迁矩阵元， 


{ n r yl |^4 c | n 」>* 
可用类近的方法 


计算，这里不再讨论. 


例 m 

L 求一双原子分子谐项的斯塔克分裂,该分子具有恒定的偶极矩，该谱 
项厲汙情形 o. 

解偶极矩 d 在电场8中的能量为- d+8, 根据对称性的考虑，双原子 
分子的偶极矩显然沿分孑軸； d=rfn，d 是一个常数，取场的方向为 3 轴，得 

-办〆形式的微扰 算符， r 

根据以上异出的公式求出I的对角矩阵元，将到情形0时的能级分裂 


式①： 

• 厲 T^TT 


①蚵以指出的是,这个结果似乎和不存在浅性斯塔克效应的—般论晚 （ S 76) 枏 
矛盾 I 实阮上 ，这样的矛; t 当热是 不存在 的，囚为这里出现的线性斯塔克效应是由 G 
丰 Q 的双重简并能级引起的，只要这个斯塔克分裂的能置太于 d 双线的 SBfiU 83)， 
以上所得的公式是适用的. 


• 4 ? • 



2. 同上题，伹谱项属于情形 A (并且」手 0). 
鰣同法求褂 


MJ 


— ^dMjA 


J(JA l) -JS(S-\ l)^K(K + 1) 

" 2 Jt (JC-i DjCf+D • 


3 - M 丄题，但对 G 谱项. 

m d 时线性效应不再存在.需要转入微扰论的二级近似.一般公 
式 （33. 10) 求和时， H 要保留这样一些项就可以丫，这些项对应 T 该电子谱项 
的各个转动分量之间的跃迁（其它项的分母中能量差別比较大）.坷此可得 


AE Me _ 咖！ 1<题山」[」為>卜 

( E k —E k - i 


< KM K \ n 2 \ K + 1" D 卜 
Efc " -^jc + i 


其中的趸 OSC + 1 ). S 苘单计兑后得 


人 F — lK(K-{ 1} - 3,^1 

^ K ~ ^~ 2K<K + 1) (2K - 1 > {2K-hSj 


§88 /双 霣分裂 

的谱项的双重简并 (§ 78) 实际上是近似的.它的产生 
只是由于我们直到现在为止略去了分子转动对电子态的影响(以 
及略去了对自旋-轨道作用的高次近似），这一点正是我们在以前 
的理论中所作的.考虑了电子态和转动之间的相互作用以后， 
的谱项就分裂成为两个靠得很近的能级.这种现象称为3 
双 M 分裂 （ E . Hill and J . H . van . Vleck T R . de L . Ktonlg , 
1928). 

现在来定量地考虑这个效应，我们仍从单项(沒= 0>开始，我 
们巳经计算过 (§ 82中）转动能级在微扰沧一级近似下的能量值, 
它由下列标符的对角矩阵元(平均值)所 确定： 

计算下一级近似时，必须考虑上述算符对3的非对>矩阵元 . 

和£ 2 算符对 d 是对角的，因此只需要考虑 一 汕仑汔算符. 

K - L 矩阵元的计算最好利用一般公式 (29.12), 令该式中的 
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A = K , B 二和觅取 作瓦和 并把 n 改写成 n 和其中的 
« 代表确定电子谱项的（」以外的）量子数集合.由于守恒矢置 K 
的矩阵对《和 d 是对角的，而在 L 矢量所含的非对角矩阵元中 d 
情的改变只能等于1 (参考§ 87中对任意矢 A 所讲的话)，利 
用 （S7. 3) 式，我们得： 

in f AKM k \ K ~ h \ n , A - l , KM k > 

-f iXJw, A - 1 W{K+A)(K-j-l^A), 

( 88 , 1 ) 

d 值作更大改变的非零矩阵元是不存在的. 

只有 在微扰论的第2 J 级近似屮，/〜」一1矩阵元的微扰 
效应才能使士 d 态之间出现一个能量差.与此相应，这个差值将 
和即成正比( I 为原子核质量， m 为电子质置). 
d >： l 时，这个值太小我们不感兴趣 4 因此 d 双重分裂效应只对下 
面要考虑的/7谱项(」=1)才是重要的. 

A = l 时必须进行二级近似.能量本征值的改正可按一般公 
式 (38. 10) 确定.该式求和顼分母中的能量差呈尾 
形式.这些能量差中含有 f 的项相互抵消，因为原子核距离给定 
Sr 以后所有各个谱项的转动能量都等于十 1) .所以 
分裂值 A 忍与 K 的关系完全由分子中的矩阵元平方确定.这些矩 
阵元平方顼对应于/从1到0以及从0到 一1 的跃迁，根据 (88.1) 
式这两个跃迁矩阵元和 I 的关系是相同的，我们即得 1 /7谱项的 
分裂怙 


△五」=常数 X JT (尺+1)， （8 & 2) 

式中的常数 具有铲 A 的数量级，€具有相邻电子谱项间能量差 
值的数量级. 

现在转向自旋不等于零的谱项 Ci ? 和 3 打谱项，更髙的$值实 
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际上找不到）.如果这个谱项属于情形\则多重分裂对转动能级 
的 J 双线并没有影响，它仍由 （88. 2) 式所确定. 

但在情形 o 中，自旋的影响就很重要.此时每个电子谱项除 
了用 d 外还要用口来标志.如果把/简单地改为 一 2 
值就要改变，从而得到一个完全不同的谱项，相互简并的态是 A 
D 态和 D 态.这种简并性不但能被以上考虑的轨道角动 
量与分子转动间的相互作用解除掉，而且也能被自旋-轨道作用解 
除掉.但总角动量沿分子轴的投影是精确守恒的（当原子核 
固定时)，它不能被自旋-轨道作用所破坏.可是自旋 - 轨道作用能 
够同时改变3和2而使 O 保持不变（也就是存在着 d 和 I 作相应 
改变的跃迁矩阵元 ). 这个效应的本身，或者和轨道-转动效应（它 
改变 J 但不改变合在一起，就会导致 d 双重分裂. 

让我们先考虑犯谱项.对于 a /7, /2 谱项 M 二1，万= - 1 A O 
= 1/2), 同时考虑了自旋-轨道作用和轨道〜转动作用以后(都是一 

级近似)即得能级分裂，实际上，前一作用给出」=1， 

— 2 = 1/2的跃迁,后一作用则把2 = 1/2的态变成 Z 
=一1，1 = 1/2的态，这个态与初态的差别就是把 d 和 G 都改变了 
符号.自旋-轨道作用的矩阵元与转动量子数 J 无关,轨道-转动作 
用与 J 的关系則由（88.1>式确定，该式中（根号中）的 JT 和 J 应该 
改成/和因此对 2 /7的谱项的」双重分裂讲来，得下列 表式： 

△ 五 i/a =常数 x (88.3) 

其中的常数〜另一方面，谱项的分裂只能在髙级近 
似中找到，因此实际上 ae 3/2 = o . 

最后，我们来考虑 3 /7谱项.对于谱项 （d = l ， Z 二 一 V , 
考虑了自旋-轨道作用的二级近似后可得能级分裂（由于 d = L 
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Z 二 Z = —1， Z = 1 的跃迁).据此，这种情形 
下的 Z 双重分裂完全与/ 无关： 

常数〜 ( S 8.4) 
对于 3 i 7 i 谱项，了 = 0,囡此自旋对分裂没有影响，我们仍得 <88. 2 ) 
那样的公式，式中的[要改成 

= 常数 W +1). (88. 5) 

对 3 仄谱项需要应用更高级的近似，因此可令 A ^ = 0. 

A 双重分裂所得的一个能级总是正的，另一个是负的 ，这 一点 
巳经在§86中讨论过.研究了分子狡函数以后，可以确立起正负 
能级的交替规则.我们只在这里给出它的研究结果 ®. 我们发现， 
如果对某个 J 值，正能级处干负能级的下面，那么在 J+1 的双线 
中这个次序就反过来，正能级位于负能级的上面，并依此类推.正 
负能级次序随着总角动量值的依次变化而交替地变化.这里所讲 
的是情形 a 的谱项，情形6中这一点也能成立,不过依次变化的是 
角动量植兀. 


例 題 


求 U 镨项的 d 分裂 

麻现在这个效应出现于撖扰论的四级近似中.它与的关系由四个 
(88.1) 矩阵元的乘积所确定，这些矩阵元的 d 值改变依 次为： 2-^1, 1^0, 
CH ► —】 T — 1— 一 2. 屯给出 

常数 X ( 疋一】）瓦(龙+ 1) OC + 2 } t 

其中的常数〜 


§89原子间的远距作用 

我们来考虑两个相隔很远的（相对于它们的大小)原子，求它 

①可参考 E, Wigner and E, W itmett Zcitschrift fux Physik 51, e5& s 
1928. 
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们之间的相互作用能量.换句话说，我们来求当原子核间距很大 
时电子谱项所能具冇的形式. 

为了求解这个问题，我们应用微扰论，把两个孤立原子看作未 
微扰系统，它们间的电作用势能则看作微扰算符.根据静电学我们 
知逍，（见《场论》 § 41, § 42), 两个相距 !■ 很远的带电系统之间的 
电作用可以按 1/ r 的幂展开,这个展开式中的依次各项相当于这 
两个系统之问的总电荷作用、偶极矩作用以及四极矩作用，等等. 

对中性原子讲来总电荷等于零.这个展式是从偶极-偶极作用（〜 
l / r 3 > 开始的，其次是偶极-四极项（〜 1/ W ), 四极〜四极(和偶极- 
八极)项(〜 1/ r 5 ), 等等. 

我们先假定两个原子都处于 S 态，很易证明,在微扰论的一级 
近似中，这两个原子间无相互作用.原子间的相互作用能是由微 
扰算符对未微扰系统波函数(等于这两个原子波函数的乘积①）的 
对角矩阵元确定的.但在汉态中，这些对角矩阵元也就是偶极矩 - 
和四极矩等等的平均值，它们都等于零;这一点可以根据对称性的 
考虑直接得知，因为 S 态中原+的电荷分布足球对称的.固此在 
微扰论的一级近似中，微扰算符展为 1/ r 的幂级数后每一项的货 
献都等于零 

二级近似中，我们只需要保留微扰算符中的偁极作用項，因为 
这一项当 r 增大时衰减得最慢,该项为 

7: ~ r3(d,-n)(d 2 n >^ (89. 1) 


® 我们略去了随着距离作指数式京戒的交換效应；参考§ 62 题 1 及 | &1 例 M . 
② 当然，这并不导致原子相互作用 能量的 乎均值正好等 于零. 它随着距离作指 
&式衰减，也躭是哀减得比 i / r 的任何有限次幂来 得快， 从而展式的每项为军.这是因 
为相亙作用箅符的多极矩展开本身 t 就包含了这两个原子的电荷相距甚远的假定，而 
在量子力学中，电子的密度分布即使在远炬离处也爲朽有限的(然而&措数式小的 )1 SU 
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n 为原子联线的单位矢量.由于偶极矩的非对角矩眸元一般讲来 
木等于岑，我们在微扰论的二级近似中所得的非零结果是 r 的二 
次式，也就是正比子 l / r \ 我们早已知道，最低本征值的二级近似 
改正总是负的 (§38). 因此我们得两个基态原子的下列相互作用 
能表式： 


C /( r ) = —常数 / r a ， (89. 2) 

其中的常数取 正值® ( F . London , 1928). 

因此两个处于 S 基态相距较远的原子以反比于其距离七次方 
的引力（一奶 Mr ) 彼此相吸.远距离原子间的这种引力通常称为 
范德瓦耳斯力.这个力使得电子谱项势能曲线上出现一个极小值, 
即便这两个原子不能形成稳定分子.但是曲线下陷不多（深度只 
有一个电子伏的儿十分之一甚至几百分之一），而且其位置在几倍 
千稳定分子的原子间距处. 

如果只有一个原子处于 S 态，所得的相互作用能仍为 (89. 2) 
式，因为一级近似绰 T 零只需一个原子的偶极矩(和其它的矩)等 
于零就足够 /. (89.2) 式中的常数不但依赖于这两个原子的态 T 
而且还依赖于两者的相对取向，也就是依赖于角动量沿原子联线 
的投影值 

如果两个原子都具有不等于零的轨道角动量和总角动量，情 
况就不同了.偶极矩对任意原子态的平均值都等于零 (§75). 但是 

四极矩对丄弇0, J 关0或 +的态 的平均值不等于零.因此微扰算 

符中的四极-四极项在一级近似中给出不等于零的结果，原子间的 
相互作用能现在不是按距离的六次方袁减而是按五次方衰 减的： 


① 例如， 对两个窆原子而言这个常数〈用原子单位)等于 6. 5， K 原子时为1.5, 
氩为6匕氪为130, 
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(89.3) 

式中的常数可以是正的也可以是负的，也就是既有吸引的也有排 
斥的.和以前的情形一样，这个常数不但依赖于原子态，而且也依 
赖于这两个原子所组成的系统的态， 

一个特殊倩形是两个相同原子处于不同状态时的相互作用, 
此时的未微扰系统（两个孤立原子）由于存在着交换原子态的可能 
性而具有附加简井.与此相应，一级近似的修正值要用久期方程求 
出，该方程中不但 出现微 扰的对角矩阵元而且还有非对角矩阵元. 
如果这两个原子态的宇称相异，同时角动量 i 相差士1或0但不 
都等于零(对 *7 也作同样的限制)，那么对这两个态之间的跃迁讲 
来，偶极矩的非对角矩阵元一般地不等于零.囡此从微扰算符的 
偶极项中即可求得一级近似的效应.原子间的相互作用能此时就 
和1/沪成正 比： 

(89.4) 

T 


式中的常数可正可负. 

但在通常情况下，我们感兴趣的原子间相互作用往往要对角 
动量的所有可能取向求平均（例如，封千气体中的原子间的相互作 
用），经过这样的平均以后，所有多极矩的平均值等于零，因而在 
原子的相互作用中，微扰论一级近似中所有多极矩的线性效应也 
都等于零.于是远距离原子间的乎均相互作用力总是遵循 ( S 9. 2) 
式的规律 ®. 

我们来进一步考 虑一个 原子和一个离子相互 作用的 类似问 


© 这个规律 是以非 相对论琪论为基础导 出的， 它 仅当电 曲作用的推迟效应不 
茁要时才是正 确的. 为此，庖子间拒 T 必须远小于是原子救发态和 基态之 
间的跃迁 頻串，计及谁迟效应的原子间作用，见卷夂5 as . 

•» 
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题，在微扰论的一级近似中，这个相互作用由离子厍仑场中的四衹 
矩能量算符 (76. 8) 的平均值给出.由于该场的势炉〜1斤，原子与 
离子相互作用能量正比于 h ' r \ 但是这个效应仅当该原子具有平 
均四极矩时才存在.即使如此，当对角动量 J 的所有方向平均以 
后，它等于零. 

以 1/ r 为幂次的不总是等千零的下一级相互作用项，出现在 
对偶极矩算符 (76. 1) 而言的二级微扰论中.由于离子场强〜 1 /f f 
这种相互作用能正比于 1/ W . 它可通过原子（处于 S 态）极化率《 
衷成 

卜一一制 " 2r ‘， （89.5) 

如果原子处于基态，这个能量（和所有的基态能量修正一样)是负 
的，亦即原子和离子间具旮吸引力®. 

例 题 

推导处于 S 态的两个相 同原子 间的范德瓦耳斯力公式，用偶极矩的矩阵 
元表出. 

解把微扰论一般公式 （38.10) 应用到（抑 . I)式的算符叩可求得解答， 
鉴于况态城子的各向同性，可以事先知道，当对所有的中间态求和时，欠量 A 
和 d, 的三个分 S 的矩阵元平方给出同挣的贡献，不同分 fi 的乘积项則等予 
零.结果为 

u( T ) = -1 ayWld,] 0) 1 

1 ^ h \ + h \ t - 2 E a ’ 

n,n f 

共中正 ■和坟为原子基态能量葙激发态能畺的未微扰值，由于假定某态中 L 
-0 s <n|U0> 矩阵元仅当跃迁到 P 态 0=1) 时才不等于零.应用（2汉7)式_ 


①一个原子和一个远距离的电子间也有类似的引力.这袢 引力躭 是该原子具有 
吸附一个电子形成负离子能力的原因（结合能从几分之一到几个电子伏).并不是所有 
的原子具备这种能力，因为在一个远距离处作或 l / r 1 ) 京减的 场中，能级(对应 
于电子的束缚态）数总是有限的 T 特殊情况下可以等于尊. 



得口 ( r ) 的最终形式为 


U(r -y = 

¥ nl : E nr 厂况： . .， 

式中约化矩阵元和能级的舍标 i / L 中的第二个指标给出 L 值.第一个指标代 
表确定该能级所需的其余量子数集合. 


§90预离解 

本章所述双原子分子理论的一个基本前提是假定了分子波函 
数分 离成为 一个电子波函数(以核距为参量）和一个梭运动波函数 
的乘积.这种假定相当于在分子的精确哈密顿量中略去了某些小 
项,这些项相当于电子和核运动的相互作用. 

当用微扰论计及这些项后，就会出现不同电子态间的跃迁.当 
跃迁态中至少有一个是属于连续谱的也时，它在物理上特别重要. 



图30屮给出了两个电子谱项的势能曲线（更确切地说，是分 
子的给定转动态中的有效势能 K 曲线).能量麼（图30中第二 
条水平 虚线〉 代表处于电子态2的一个稳定分子的某个振动能级. 
在电子态1中，这个能量处于连续谱范围内.换句话说，从态2到 
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态 1 时这个分子就会自动分解，这种现象称为预离解①。由于预 
离解的存在，象曲线2那样的分立谱状态实际上只冇有限的筹命, 
这就意味着分立能级变宽了，也就是典有一定的宽度（见 S 44末）， 
另一方面，如嚴总能量芯位于这两个态的离解极限之上（图 30 
中第一条水平虚线），从一态到另一态的跃迁相当于所谓第二类碰 
撞.例如1^2的跃迁意味着两个原子的碰撞，其结果是使两个原 
子处干激发态，并以珙少了的动能分开(当时，曲线1在曲 
线2的下而，「 2 (糾一 R ⑼）之值就是质子的激发能量). 

山于原子核的质量很大，它们的运动是准经典的.因此所考 
虑的跃迁几率问题属于§ 52中讨抡过的那一类.根据该节中的 
一般考虑可以知道,跃迁几率主要由经典跃迁点②确定，由于双原 
子系统(分子）的总能董在跃迁中守恒，“经典可能"的条件是两个 
有效势能相等：又由于分子的总角动量守恆， 
两态的离心能相同，因此这个条件意味着势能 相等： 

(90.1) 

不苒含有角动最， 

如果 (90. 1) 式在经典允许区 ⑶ >£^ 1T 的 区域〉 内无实楢， 
裉据§52,跃迁儿率是一个指数式的小量©仅当势能曲线相交 
干经典允 许区时 (如图30 所 示），跃迁几率才是显著的.此时 （52. 
1) 式中的指数幂等于零(该式也就不再适用），跃迁几率将由下面 
导出的非指数表式确定.这时条件 （90.1) 可作如下解释.如果势 


① 汕线 1 的极小直也有可能根本不存在， 如果它对应子原子间的纯斥力的话. 

② 或者是势能变成无穷大的* =) 点. 

⑧如果桊 预跃迁 的分子请项可由两对不同的原子态来实现（见§35末)，亦卽 
势能曲线在远姖离 Sb 可以分裂成为两支时，就会 IH 现一种時殊情况.此时的跃迁儿串 
相当大，一个例子见 A . I , Voronin , E , E , NikUin p Optics and Speciroscopy 
25 , 450, 19S9* 
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能（和总能）相同，两者的动量也就相同.条件 （90.1) 也可写成下 
列形式 


r ^ r Zf (90.2) 
p 是原子核相对径向运动的动 M ， K 标1和2代表两个电子态.我 
n 就可以这样说，跃迁发生时刻两个原子核的距离及其相对动量 
郤保持不变(这称为夫兰克- 康登原 理）.从物理上讲，这是由于电 
+速度远大于核速度，在“电子跃迂期问”两个 m 子梭的位置或速 
度不会有显著的改变. 

不难确立所考虑跃迁的选择定则.首先，我们有两个明显的 
揞确定則.总角动迓^以及谱项的符号(正或负；见 §86) 在跃迁 
中不能改变，这是因为总角动呈的守恒以及坐标系反演下波函数 
行为的不变是任意（封闭的）多粒子系统的精确定律. 

其次，宇称相异态之间的禁戒跃迁定则（由相同原子组成的分 
子）也是近乎精确的.态的字称可 a 由核自旋和谱项符号唯一地 
确定.谱项符号的守恒是一个精确的定律，而核自旋是近乎守恒 
的，因为它和屯子的作用非常弱. 

要求势能曲线必须要冇一个交点，这就意味着两个谱项必须 
具有不同的对称性(见 §79). 我们来考虑微扰论一级近似下实现 
的跃迁，（只能在岛次近似下实现的跃迁,它的几率比较小).首先 
要注意的是，哈密顿显中导致此跃迁的项正好就是引起能级的』 
双线的项.这些项中首先有自旋-轨道作用项.它们是两个轴矢置 
的乘积 f 一个興有自旋性质(即由电子自旋算符组成)，男一个具有 
坐标性质.但要强调指出，这两个矢量并不是简单地等于€和£ 
矢量 f 它们具冇 S 和」改变0、士1的非零跃迁矩阵元，其中 A 5 
和 A J 都等于零（同时 A ^ O ) 的情形应该除去，否则谱项的对称性 
将在跃迁中保持不变.两个工谱项间的跃迁只有当一个为另 
一个为时才是可能的，因为一 个轴矢 量只对和之间的跃 
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迁才有非零矩阵元（见 §37). 

哈密顿量中对应于分子转动与轨道角动量相互作用之项是与 
J L 成正比的，它的矩阵元对于 Ad = ±1而自旋不变的跃迁不等 
于零（只有矢觉的 S 分量心具有 = 0 的矩阵元，但是心对于 
电子态是对角的）. 

除了以上考虑过的那些项以外，还有来自核动能算符(对核坐 
标微商的算符）的微扰，这个算符不但作用于核波函 数上而 且作用 
于以 r 为参量的电子波函数上.哈密顿量中的这个相应项与未微 
扰哈密顿量具有同样的对称性.因此它只能导致对称性相同的电 
子谱 项间的跃迁，由于这两个谱项并不相交.它的跃迁几率 小得可 
a 忽略. 

现在来进行跃迁几率的具体计算.为确定起见，我们考虑第 
二类碰撞.根据一設公式 (43. 1), 所求的几率由下式 确定： 

w =^-^ X ^ V ( r ) X Nl dr ^\ (90,3) 

其中的 X 产 r 十 Ah 为原子核径向运动波函数)， F ( r ) 是微扰能 
量；我们已把 （43.1) 式中的以取作能量 I 并且对它进行了积分. 
末态波函数应按能量的 <5函数归一化.经过这样的归一化 
后， （47, 5) 中的准经典函数具冇下列 形式： 

(90 . 4 ) 

归一化因子已按§21末的规则确定.初态波函数可以写成下列 
形式： 

^=zk cos (K, Pliir -T) (90 * 5 > 

它是这样归一化的，使得 (90. 5) 式的驻波分解成两个行波后每个 
行波的流密度都铕子1 ; I 和％ 是原子核相对径向运动的速度. 
当把这呰函数代人 (90, 3 )式后，即得无量纲的跃迁几率它可 
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以看作原子核两次通 过^=〜 点的跃迁几串为能级的交点）. 
要记住， （90. 5) 的波函数在某种意义下相当于两次通过该点，因为 
它同时含有入射行波和反射行波. 

由函数 (90. 4) 和 (90. 5) 所构成的 V ( r ) 的矩阵元中，被积函数 
内含有佘弦函数的乘积，这个乘积可以化成宗量为原来宗畺之和 
及差的两个余弦函数之和.在谱项交点 rz、 附近积分时，只有 
第二个佘弦函数是重要的，故得 

离开交点时积分很地收敛，因此可把佘弦函数的宗量展为 t = 
的幂级数井对 S 从一 oo 到 +0O 积分（佘弦函数前的缓变因子此时 
可用 r = 处的值来代眷）.考虑到交点处即得： 




其中的队等于 r = 点处这两个积分值之羌, 
过力歹=一孤/办表达出来.对等式 l+A 


动量的微商可通 
. pi 


2^ 


0 


+ t^a C 卩为原 


子核折合质量）取微商后可得 


v i ^~v z ^ = F l -F 2i 
dr dr 


因此 


f Pi^r 

J a ■ 


P z (It = Sq-[- 


2 v ^ 


P 为 h 和％ 在交点处的公共值.利用以下的熟知公式进行积分: 


cos — 


结果得 


gjtr 2 


fiv 1^2 — f’] I 


cos 


( f +*> 


(90. 6) 
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A/ft 是一个很大的量并随能量 E 很快地变化.因此即使对 
一段不大的能量间隔加以乎均后，佘弦的平方就可用它的平均值 
来代替.结果得下列 公式： 






(90, 7) 


(JL A* 朗道 ，1932). 式右的所有各量均取势能曲线交点处的值. 
应用于预离解时，我们感兴趣的是分子在单位时间内的离解 


几率.振动着的原子核在单位时间内有 2x | 次通过 r 二 r 。 点. 


因此所求的预离解几丰等于 w (通过两次的几率）乘以即 
等于 


2V 2 oy 

hv\F2—F] 


(90. S) 


对于所作的这些计算应作以下的说明.谈到谱项的相交时, 
我们所指的谱项是指分子中电子运动的 a 未微扰”哈密顿量 Ao 的 
本征值，并没有把导致跃迁的 f 项计算在内.如果在哈密顿量中 
包括了 #项,谱项就不可能相交，势能曲线要略为分开,如图31所 
示.这是在§79屮我们从略为不同的观点得到的结论. 



m si 


- 6i 


j 


设 〜⑺和 ( r) 为算符咸的两个本征值（共中的 r 看作 
参量）.在和 (幻 曲线交点 h 的邻域内，我们必须用 
§79中所示的方法去求 UM 算符的本征值 C； 00,结果得 

V tfa (r)=y(t0 1 -H7, 3 H-F n -[ F, 2 ) 

±^( u Jl - u ^ v ]1 - v 22 y - i - vh , 

式中各量都是 r 的函数 , t / t < r ) 函数(上式裉号前取正号)相当于图 31 
中上面一条连续曲线 （1 L 幻， t / d<T ) 相当于下面一条曲线 ( f —1). 

和匕 2 矩阵元可以分別归入和仏 2 函数的定义中；匕 3 可 
简记为 F0*)， 上式变成 

U bya (r) =\{Uj, +U J2 ) ± ^AUnU + dV' ( 90 - 9 ) 

能级 fH] 距为 

AU =^( U Jl - U J 1 ) 2 j h 4 VK (90,10) 

由此可见，如果两态间有跃迁 （r#o) T 能级的相交就不存在.曲 

线间的最短距离位于^ =、处，该处的故得 

CAC/) min -2|7(r [ ,)j (90.11) 

在这点附近，我们把差值 U ^- Vj , 展为的幂级数，令 

Uj.-U^U.-U^UF^F,), 

其中一（亦/介),。，贝 IJ 

AU = ^/ W ^ Fj 2 i 2 TwHro ) ^ (90.12) 

(SO. 11) 和 (90. 12) 式是在只考虑两个态的情况下导出的，这 
两 式的成立要求 （At/) min 必须小于其它谱项的间距. (90. 7) 式作 
为跃迁儿率必须满足后面更为严格的条件 （90.19). 如果后一条 
件并不满足，仍容许只考虑两个态，但不能用通常微扰论计算跃迁 
几率，这种情瑕下需要更一般的处理. 

如果我们只考虑交点的邻区并把核运动作准经典处理，那末 
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系统哈密顿景中的核速度算符可用常数 v 代 #， tm r 可以作为 
时间的函数满足经典方程亦目 p i = r~r a 讣箅跃 

迁几率的问题就化成求解电子波函数所满足的波动方程，它的哈 
密顿量显含时间 k 

i^W = llh(t)^-V(ty A W. { 90 . 13 ) 

<7 t 

令纪和 t 为对应于曲线 a 和6的电子态的波函数.它们是下式 

之解 

(H 0 +v ) 妒 叫 =u a 化 o atb , 

式中 t 是一个 参量. 把 (90, 13) 之解取 作下列 形式： 

W^a{t)4 )a rh{t)f b . ' 

如果方程按 《 —— m 时 a = 6 = 0的边界条件求解，则 
丨&(丨 3 给出分子进入心态的几率，代表原子梭通过 r = 点时 
从曲线《到曲线&的跃迁.同理 f >(00) | 2 =1—0(00) F 为分子 
仍留于曲线 a 的几率+两次通过^点（两梭先接近再分开)的过 
程中从曲线 a 到曲线&的跃迁可以有两稗方式： 《->&->& (接近时 
有 1— r 跃迁，分开时分 T 留在1/2曲线上），或者& (接近 

时 1— 分开时 —2 h 因此所求的跃迁儿率为 

2|6( oo ) |^[1-(6(^) [ 2 ], {90. 15) 

式中引用了这样的事实，即通过 r = h 点的跃迁几率当然和运动 
方向无关. 

&( oo ) 的值可以用§ 53中描述的方法求出，不必直接应川 
(90」3) 式化 为此，我们注意到 t / a (0 和％ ( t ) 曲线相交于下列 虚点: 


①§53中，我们假定了过程是完仝绝热的，因此求得的几率是指数式小 a , {H 
在目前情形下，当两核就在^点的邻域内，它们的速度 y 如杲不足眵小的话，达个条 
件可能被破坏.可是，根据§ W 和§53中的分析可以湞楚地看到，只要1«丨太时具有 
绝对性，并且有可能只考虑两个能级，对该法本身的可用性而言，只有这两点才是重要 
的. 
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—- 


2\ v \_ 


- L - * ^0 


(90. 16) 


对很大的负 # 值， （ 叩. 14) 中的系 数40 具有下列“对时间为准经 
典"的 形式： 


a(0^exp|-i-|' U a {f)dt^. 


在 < 复平面上，我们从左实轴出发 沿着巧 隹经典”条件总能满足的 
回线到达右实轴，由于所取回线一定在上半乎面内绕过 
*以点（参考 §53). 函数就变成&(0,而 


|6(^)j a -exp|~lm 厂匕⑴⑴十 £■ U ,{ t)dt | 


exp 


{ X :: •叫， 


t , 可取实轴上任一点，例如^ = 0,按 （90. 12), 我们有 

AC/ = V<F 2 -F 1 )V( s +4r s J (90. 17) 

作替换 t ^ ir 后所求积分变成 


「. ^ 47 ^- (F z -F x ) 2 v 2 r 2 dr 
J 0 


t 




_ , T_r _ 


由此我们得到跃迁几率的下列最终 表式: 


w = 2 cxp ( ― 


2itV 2 


hvlF^-FAA 


- exp ( iHvr ) 


(90. IS) 


(C. Zener, 1932) # 我们可以看出，在两种极限情形下跃迁几串变 
得很小.当7 2 »如|仏一巧|时，它是一个指数式小量（绝热情 
形）；当 


F 2 «^|^-FJ ? (90.19) 

(90. 18) 变成 （90. 7) 式.由 （90. 17) 式知， r 〜叫/ | A — F, k 是原 
子核通过交点的"通过时间”相应的频率为 A 〜 1/r， 以上两种极 
限情形能否达到，由和该问题巾的特征能量之间的关系 
来确定. 
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最后，我们束考虑一个类似千预离解的现象，称为双原子分子 
光谱中的微扰.如晃有两个分立的分子能级軋和艮，对应于两 
个相交的电子谱顼，彼此靠得很近，那么这两个电子态之间的跃迁 
可能性会引起能级的位移.根据微扰论的一般公式( 79 _ 4 ),位移 
能级的表式为 

甲"(甲) (90. 20) 

式中的 Km 是分子态1和 2 之间跃迁的微扰矩阵元;矩阵元 Fnw 
和显然已包括在瓦，和馬内.由上式可知，这两个能级背 A 
移动而分开(高能级上升另一能级下降）.差值1 私一恥 I 愈小位移 


董则愈大. 

矩阵元的计算方法是和确定第二类碰撞的儿率所用的 
方法相同.唯一的差别是，现在的波函数和都属于分立 
谱,因此都必须归一化为 1. 根据 (43. 3) 式我们有 



对有类似的式子.与 (90. 3) 到 C 9 0* 5) 诸式比较后可知，目前 
考虑的矩阵元 V nN 与两次通过交点时的那个跃迁几率 w 之间具 
苻下列 关系： 



hcjf hoj2 
2jt 2 j ¥ 


(90,21) 


例 题 

1. 试求第二类碰揸的总截面并把它表为相碰原子动能茗的函数，跃迁 
是由自旋轨迠作用引起的（朗道, D 32). 

解考虑到核运动的准经典性，可 C 1 入雄 嬗参量 P 的概念 （ P 即不考虑 
原子核的相互作用时人射席子核的偏射距离），并把有效栽而定义为“粑 

囬积，与毎次碰揸时的跃迁儿率從 ( P ) 的乘枳(参考《力学 I 对 
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P 轵分后叩得总截面 m 

对子自旋-轨道作用，矩阵元 r(r ) 与相磁康子的角动无关.我们把 
曲线交点 r-r, 处的速度 t 写成下列 形式： 

其中的 U 是 f/i 和在交点处的公共值， M 是两原子的折合质量，角动量 M 
f 是原子相距无穷远时的相对速度.选择能量的零点，使得初态中 
原子的相互作用能量在无穷远处等于零，此时有丑=/^1/2+代入 (90.7) 式 
得： 


d < r ^2 jrPdPw ^ 


k ， . ■— 

九 m ! 


PdP 



穿 ) 


对的积分应从零开姶到速度 y 等于零时的 p 値为 jL . 结果得： 

WzjT Jt z v 2 tt V E-U 

(fmj T ^ ^ 

2 -同上理，但跃迁是由分子转动与轨邁角动童间的相互作用引起的（明 
道， 1932). 

解矩阵元 F 呈 F ( r ) =的形式,其中的及 ( r) 是电 f 轨道角动 
最的矩阵元.应用和题〗相同的力法 ，得； 


LfiVYjr ^ P 2 ( E - Uy fl 
^ = nV ~^\ F t - F ,\ E ' 

3. 当能量五接近于交点处的势能值 时， 求跃迁几率. 

解当疋一值拫小时， （9 U .7) 式不能适用，由丁1交点附近的核速度 

〃不能看作常数，因此不能像推导 （90.7) 式那样把它拿出积分号外. 

交点附近的 d 乂^ 曲线可改成两条直线： 


这个区域内的波函数；^就是均匀场中一维运动的肽函数 （S 20.为 
t 十算 方便， 我们采用动量表象中的波函数，按能蚤的 *3 函数归一化后的波函 
数具有下列形式（见§ 21例 題)： 

w 二 w exp \^h l (g - d J -O ， 

乘以 \ Zi )5% 可得按入射波:和反射陂的单位泷密度归一化的波函数： 
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积分肘，微扰能（矩 阵元） F 又有 圩能拿 到积分号外，并用它在交点处的值来 
代替： 

w V [ a x atdp ， 


结 果得: 


4 rrV ^( 2 f i )^ 




<P 


- ( E - Uj ) 



式中的少(占）是艾里函数（见数学附录 §&)* 当 起一 Uj 很大时上式变成 
(90. 7) 式. 

4. 试求一个氢原子和一个 氢离孑 （质子）远而堝的碰揸（即相对速度 
1) 中的电荷交换儿韦 （ O . B ^ npcoB , 195]). ① 

解我们把 H + H + 系统淆作一个电离氢分了 -( 见題)，电荷交换是 
由子电子从核〗处的心态辻渡到核 3 附近的 A 态. 即便原子核是静止的 t 


这些态都不是定态.定态为 


W (妒 1 士妒 2 )i 

它们的能量[ V〆 及）是核距离沒的函数.当校作给定的慢运动（看作經典运 
动 ） 时，这呰能量是时间的绥变函数，波函数对时间的依赖关系由“对时间的 

准经典”因 子给出 （对照 S5S): 

cxp(-ifU P7y (t)dt). 

co 时等于 t 的那个叠加态为 



妒 ff exp 


M: 


u g dt 



* —0 O 时，上式呈线性组合形式，电荷交换几串为 M ^ lap ■简单 
计算后犸 

w ^= ^ in 2 7 ] t tj =4-( 

Z 一— ■ 


①本踴用原子单位 
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在碰揸参量 P 很大（同时速度 r 够慢）的碰撞中，核运动可以假定在 
R 二以7> 2 :|~4^ 3 的一条直线上. B »} 肘的差值巳由§81例题巾 （4) 
式给出，此时 





dR , 


p»i n t 这个积分中刀值的重要区域位汙积分下限附近，令 
我们掙 

2 x /~2 

rf - ■-■ - dx 

ev \,v jc 

cy * 
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第 + 二章对称性理论 


§91 对称变换 


多原子分子中的谱项分类，和双原子分子中一样，与其对称性 
密切相关.因此，我们先来考察一下一个分子所能具存的各种对 
称型式. 

一个物 泳的对 称性，是由使该物体保持不变的所有的变换确 
定的，这样的变换称为对称变换.每一个可能的对称变换,可以表 
成三种基本变换中的一稗或一种以上的组合.这三种本质不同的 
变换型 式是： 物体绕某轴转过某一给定角的 旋转， 对某一平面的 
反射，以及把物体移动某一距离的 平移， 其中最后一种显然只能 
适用于无限介质(晶格），一个有限大小的物体(特别是，一个分子) 
只能对旋转和反射具有对称性. 

如晃物体绕某轴转过角后不变，该轴就称为 n 阶对称 
轴， ft 可取任一整数値 ： n = 2,3^»* ?*= 1相当于转过角，也 
就是零度，它相当干一个恒等变换，我们用记号代表浇某一给 
定轴转过 2 JT / W 角的操作.把这个操作重复进行两次，三次 
我们得到转过 3(2 jr / n )， …角，它们也能使物体保持不 
变，这些旋转可以记作如果 f 能除尽 S 显然有 

Cn /pt (91.1) 

特别是旋转《次以后，我们又冋到原位，目卩实行一次恒等变换，后 
者习惯上记怍五，我们可 S 成 

OE, ( 91 . 2 ) 
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如果物体对某一平面反射后与原先重合，这个平面就称为对 
称 平面， 我们用记号 ^ 代表对平面的反射操作，对同一平面的两次 
反射显然等于一个恒等 变换： 

(91,3) 

这两个变换（旋转和反射）的同时运用给出 所谓旋转-反射轴， 
苏苻一 个《阶旋 转-反 射轴的物体，先绕该轴转过 2; r /« 角再对垂 
直于陔轴的一个平面反紂一次（图 32) 后与康先重合，很易看出， 
仅当《为偶数时它才楚-种新的对称型式.因为如果》是奇数，把 
旋转-反射变换:重复〃次，就等价于对该轴垂直乎面的一次反射 
(因为旋转角为 2 a 角，对同一平 
面的奇数次反射等于一次反射). 

再把这个变换重复 n 次，结果就 
把这个旋转-反射轴化成一个 n 阶 
对称轴和垂直于该轴的一个独立 
对称平面.何如》是偶数，旋转、 

反射变换重复《次就使物体 问复 
原位. 

我们用记号及代表旋转-反射变换+用 A 代表对垂直于所 
给轴的一个平商进行的反射，按定义可写成 

HaeaA ， (91.4) 

共中和 q 的操作次序显然对结果无影响. 

二阶旋转-反射轴是一个重要的特例，很易看出， 转过 a 角后 
再对垂直于转轴的平面反射一次就是一个反演变换，此时物体上 
的一个 P 点变换到延线上的点，并且 OP 等于 O ，， 0点为 
转轴和平面的交点.具有这种变换对称性的物体，称为具有对称 
中心的物体. 

我们用记兮 J 代表反浈操作,故有 
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1 = 8^0^^. (91. 5> 

显然还有 = 提句 话说， 一个两阶轴、一个垂直于 
该轴的对称乎面以及它们交点处的一个对称中心三者是相互依赖 
的： 只要存在丼中的任意两个，第三个也就自动出现. 

现在来指出旋转和反射妁若干纯几何学性质，这些性质有助 
于对物体对称性的研究. 

转轴交于某点的两个旋转的乘积，等价于绕第三轴的一个旋 
转， 此轴也通过该交点.对两个相交平面的两次反射等价于一个 
旋转,其转轴显然就是这两个平面的交线，其转角很易用筒单的几 
何作图法求出，它等于两 甲面 夹角的两倍.如果用 00) 代表转角 
为 P 的绕轴旋转，用记号心和代表①对通过该轴的两个平面 
进行的反射,以上的说法即可写成： 

oV7U(2 沪)， (9L 6) 

式中的 P 是两平面的夹角.必须注意的是，上式中两个反射的乘 
积次序并不是无所谓的：变换给出的旋转方向是从 < 面到 
面，乘积次序对调后给出的旋转具有相反的方向.对 ( 9 L 6) 式 
左乘 A 后得 

& v ^a,C{2<p). ( 91 . 7 ) 

换句话说,旋转操作后再对通过转轴的一个平面反射一次，等价于 
对另一平面的反射，并且这个反射而和前一平面的夹角等于转角 
的一半.由此可知，一个两阶对称轴和通过该轴的两个正交对称 
面是彼此相关的：只要存在其中的两个，第三个也一定存在. 

现在来指出，转角为^转轴(图33中的00和 Ofc ) 相交成角切 
的两个旋转，它们的乘积等价于转角为 2 g ? 转轴垂直于前两轴（图 
33中的户产）的一个旋转.变换的结果仍等于一个旋转是很明显 

①通常 Ifi 下标 r 代崁对通过某一给定轴的一个乎面（“坚直”面)所进行的反射，用下 
标办代表对垂直于该轴的一个平面（"水平 "面） 所进行的反射》 
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的;经过第一个旋转(绕轴)后 
P 点变到 ，点， 再经第二个旋 
转(绕06轴） 后屯 又回到原位. 

这就意味着直线保持不动， 

因而是一个转轴.为了求出转角， 

只要注意到轱在第一旋转中 
保持不动，而经第二旋转后它变 
到 W 位置， W 和 Oa 的夹角 
为 2< p . 用同样的方法还可证明，以上两个变换的操作次序对调后 
所得的旋转具有相反的方向. 

—般讲来兩个逐次变换的结果和它们的操作次序有哭，但对 
某些情形也可和操作次序无关：这两个变换是对易的，以下儿祌 
情形就是可对易的 变换： 

0) 绕同一轴的两个旋转； 

(2) 对正交平面的两个反射（等价干绕其交线旋转 r 角）； 

(3) 转角为 t 转轴彼此正交的两个旋转（等价于绕第三个正 
交轴旋转 t 角〉； 

I 

(4) 一次旋转以及对垂直于转轴的平面所作的一次反射； 

(5) 任一旋转(或反射）以及对转轴上(或反射平面上)一个点 
所作的一次反演.这是根据 （1) 和 (4) 得到的， 

§把变换群 

—个给定物体的所有对称变换的集合，称为该物体的对称变 
換群(或者简称为对称群).以上所讲的变换都是指物体的几何变 
换.但在量子力学的应用中，最好把这些对称变换看作是使该系 
统的哈密顿量保持不变的各种坐标变换.很明显，如果一个系统 
经过某一旋转或反射后保持不变，那么它所对应的坐标变换也不 
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会改变该系统的薛定谔方程.因此我们所讲的变换群将是这样 
的，乜使所给的薛定谔方程保持不变 ®. 

对称群的研究最好是利用群论这一数学工具，它的要点将在 
下面加以说明.我们先研究含冇限多个变換的那种群（称 为有限 
群).组成该群的每一个变换称为该群的一个群元素. 

对称群具有以下几点重要性质.所有的群都含有一个恒等变 
换 E (称为该群的 单位元素〕. 一个群中的元素可以彼此 a 相乘' 
两个（或两个以上）变換的 乘积 是指这些变换相继施行后所得的最 
终结果.显然，一个群中任竞两元素的乘积仍为该群中的一个元 
素.对于元素的乘法，结合律成立：（4衫)<? = 4(^7)，其中的 A 

是同一群中的三个元素.徂是乘法对易律不一定 成立： 一般 
讲来， .4 B 关 E 次 对群中的每一元素 A ， 在同一群中还存在着它的 
"逆元素（逆变换），满足 AA - 1 』. 在某些情形下，一个元素 
有可能等于它的逆元素，特别是 E ~^ = E , 互逆元素4和 A 1 显然 
是对易的. 

两元素乘积 di ? 的逆元素为 

{AB)- X =B- X A-'K 

更多个 X 素的连乘积也有类似的忒子，应用乘法结合律进行相乘 
后,很易 il 明这一点 . 


① 采用这种观点；&不似能包栝此处所讲的#种旋转和反射群，而且还能包括保 
持辟定谔方程不变的其它变换型式.其屮包栝所考虑系统<分子或原子）中同类粒子 
m 的坐転罝换.一个给定系统中同类粒子阂所有可 m 的各种 置換的 集合，珎为该系统 
的置换群(我们已经在& es 中碰到过).以下所讲的群的一般性质对置换群讲来也是 
适用的,但是我们不准备在这里详述此群. 

关丁本莆所用的 E 号问題，需作下列说明*对称变换实质上都是 箅符， 它和全书 
所讲的算符是一样的.因此照例要在它的字母上加一个“八”号.我们并没有加上达 
种 U 1 号，是由于省略 B 不会在本章中引起误会，同时和习用的记法相一致.根据同一 
理由，我们以习用符号五代表恒等交换，而不用其汜各章中所用的符号1 . 最后>反浼 
算符在本革中记作 / f 而不用 s so 中的/>，尽管沿者在 a 子力学新近文献中是常用的_ 
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如果所有的群元素全都对易，这样的群称为阿贝耳群 (或交 换 
群).交换群的一个特例就是循环群.循环群是指这样的一个群 T 
它的所有元素可以表为一个群元素的各个逐次乘幂，也躭是由下 
列诸元素组成 的群： 

A t A 2 t A z , . ， 

«是某一整数. 

设 G 为某一群如果可以从中取出一组元素使得 H 本身 
也组成一个群，那么群 H 就称为群 G 的一个子群.同一个群元素 
可以出现在群 G 的不同子群中. 

取出群中的任一元素4进行逐次自乘后，最后可以得到单位 
元素（因为该群的元素总数是有限的），如果 n 是满 足# =£?的 
最小整数，则《称为元素4的阶，同时元素集合 A "•… U 
称为4的周期.这个周期记作 M }, 它本身是一个群，也就是原群 
的一个子群并且是一个循环子群. 

要判断所给的一个群元素集众是不是一个子群，只要看一下 
该集合中任意两个元素相乘后是不是仍为该集合中的一个元素就 
可以了.事实上，如果该集合是一个子群，集合中每一个4元素 
和它们的所有自柬幂包括是元素的阶)在内都应属于该集 
合，其中的氺」就是2的逆元素（因为 f 4 = #=扔；单位元 
素显然也在该集合中. 

群的元素总数称为该鮮的阶.很易证明，子群的阶是整群的 
阶的一个整因子.为此，我们来考虑群 G ? 的一个子群 H ， 并令仏为 
群 G 中不属于 H 的某一元素.用 A 乘(假定为右乘） H 中的所有 
元素，我们得到一组元素(称为右陪集）记作 HQ u 这个陪集中的 
所有元素显然都属干群怛是没有一个元素属于 H ， 因为如果对 


①我 n 用黑斜体拉丁宇母代表群, 





H 中的任意两个元柰丑 0 和/^有打。％=并,， 就有 
这就是说 ， A 也将属于子群 H ， 这是和假设矛盾的 . 冏理可以证 
明^如果 A 是 G 中不厲于 fl 和 HA 的一个元素，则陪集 HG Z 中的 
所有元素不能属于 H 和 HG U 继续施行这神手续，最后可把有限 
群 G 中的所有元素全部分尽.所有的元素被分成以下诸陪集 （G 
中 H 的各个陪 集）： 

H ， 叫， HG 2 , …… T 

每一个陪集含有 A 个元素， A 是子群 fj 的阶，由此可见，群 G 的阶 
!?为 g = hm f 定理得证.整数 m = g / h 称为群 G 中子群 H 的指撖. 

如果群的阶数是一个质数，稂据上述定理立刻可知这样的群 
不存在任何子群(除非是五或该群本身 X 这个定理的逆命题也是 
成立的：凡是不存在子群的一个群一定是质数阶并且一定是一个 
循坏群(否則元素的周期将是它的子群). 

现在来引 进共轭 元索这一重要 概念.两个元 素4 和 B 称为相 
互共轭的，如果 

A=-CBC~\ 

式中的 C 也是该群中的一个元素.上式右乘<?并左乘后即得逆 
式共轭元素的一个重要特性是，如果 Z 共轭于 S 以 
及5共辄子口，就有4共親干 C ?， mJkB ^ P^AP m O ^ Q^BQiP 
和9都是该群的元素）出发，可得 c =( i ^)_ u ( pg ). 由于这一 
点，我们可以讲到由群中的相互共轭元素所组成的一个集合，这样 
的集合称为该群的一个共铌元素类(或简称类).每一个类完全由 
该类中的任一个元素4所 确定： 给出 Z 后即可作乘积 GUG ' 井 
令 G 依次地等于该群中的各个元素，即可得出3的整个共规元素 
类（当然，这个办法可能使该类中的每个元素得出好几遍).因此 
我们可以把整个群分成若干个类，每一个群元素显然只能属于其 
中的一个类.群的单位元素本身自成一类，因为对于该群中的所 

• 75 * 




有元素，都苻 G 攻厂 1 =瓦. 如果是一个变换群，每一元素都自戍一 
类 ，因为按定义，所有的群元素彼此 对易， 每一个元素只能和自己 
共辆从而自成一类.要强调的是，群的类（这个类不是五>根本不 
是该群的 子群， 从它不含单位元素这一点就可以看出来. 

同一类中的所有元素具有相同的阶.实际上，如果 W 是4元 
素的阶（因而有沪那么对它的共轭元素办就有 
(CAC- l ) n ^OA n C- l ^B. 

设 H 为群 G 的一个子群，6\为6中不属干 H 的一个元素.很 
易证明， AHGr 1 这一组元素具有群的一切特性，因而也是的一 
个子群. H 和 AfJGr 1 这两个子群称为是共 轭的： 一个群中的每 
个元素和另一群中的一个元素相共轭.采取各种不同的我们 
得葑 一系列共轭的子群，共中可能有一部分是彼此重合的.也可 
能发生这样的情形，凡和 H 共轭的子群都和 H 重合.这种情形下 
的 H 称为群 G 的一个正 規子群或不变子群. 例如交换群的侮个子 
群显然都是它的正规子群. 

我们来考虑一个具有 n 个元素汔立，……的群还有一 
个具有 m 个元素尽……的群 B ， 并且假定 A 的所有元素 
(除了单位元素瓦外)都不同于 B 的元素但和 B 的元素相对易.如 
果把群 A 的毎个元素和群 B 的每个元素相乘起来，可以得到 nm 
个元素,它们也组成一个群.实际上，其中的任意两个元素相乘后 
4万_/灰=丄4〜0片= 4"衫"仍为其中的一个元素. 所得的阶 
群记作 AxB , 并称为群 A 和 B 的 直积. 

最后来介绍群的同构概念.两个同阶的群 A 和 B , 如果在双 
方的元素间可以建立起某种 一一 对应关系，使得元素4对应于元 
MB 以及元素 I 対应于元素 F 时，就有元素，=对应于 
元素则这两个群就称为间构的.这样的两个群从抽象 
观点看来显然具有相同的性质，尽管它们的元素具有不同的实际 
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含义 


§的点 群 

有限大物体（例如一个分子)的对称群必须是这样的，该物体 
上至少耍有一个点对群中的任一变换都保持不变.换句话说，一 
个分子的所有对称轴和所有对称平面至少要有一个公共交点.实 
际上，绕两个不相交轴的逐次旋转或者对两个不相交平面的逐次 
反射都能使物体发生位移，从而不能使该物体与原先重合.具有 
以上性质的对称群就称为 点群. 

在构造点群的各种可能类型之前，我们先介绍一个简单的几 
何手续，以便对一个群的元素进行分类.设 Oa 为某一 轴线， 3为 
绕该轴旋转某个定角的一个群元素.并设 G 为同一群中的一个变 
换(旋转或反射)，它把加轴变到06位置.现在来证明 B = GAG ~^ 
元素相当于绕06轴的一个旋转，它的转角等于4元素绕0«轴的 
转角.为此，可以考虑 CMCT 1 变换作用于0&轴本身的结果 .G 
的逆变换 G - j 先把06轴变到位置，下一步的4变换使该轴保 
持不动，最后的 G 变换又使该轴凹到原来位置.最后结果是06轴 
保持不变，因而 B 变换就是绕该轴的一个旋转，由于』和 S 厲于同 
—典轭元素类，具有相同的阶，这就意味着它们的转角相同. 

由此得出结抡，转角相同的两个旋转是属于同一类的，如果该 
群中存在一个元素能把一个转轴变到另一个转轴的话，用同样方 
法还可以证明，对不 同平面 的两个反射是属于冏一类的，如果该群 
中存在一个变换能把一个平面变到另一个平面的话，至于那些可 
以相互变换的对称轴或对称平面，则称为等价的. 

以上所讲的两个旋转如果是绕同一轴的，还需作某些补充说 
明，设 CU ( = ： U 2 f +■% — 1) 是绕某一 阶对称轴的各个旋转元素， 
G 的逆元素 CV 二❽ 4等于绕同一方向转过角， 
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也等千逆向转过角+如果该群中存在一个绕其垂直轴旋转 
托 角的变换(这个变換能使 n 阶轴反向>，那么根据上段所讲的一 
般规则,和将属于同类.对垂苴子该轴的平面所作的一次 
反射^也能使该轴 O 阶轴）反向，但是必须注意，这样的反射还 
能改变旋转的方向.因此 A 的存在并不能使和共轭.另 
一方面，对通过该轴的平面所作的一次反射心井不能改变该轴的 
方向但能改变旋转的方向，因此有= 如果有这样的 

对称面存在，和 cy 就属于同类.如果转轴和转角相同但旋转 
方向不同的两个元素是共铌的，该转轴就称为双向轴. 

点群的分类还常用到下列规则.设 G 是不含反演/的群， C ; 
是由/和 i ? 两个元素组成的群.則直积 GxC ( 是一个群，它含 
有两倍于 G 的元素，共中的一半元素等于 G 群的元素，另一半元素 
是由后者乘以/后得到的.由于/和点群的任意其它变换都对易， 
显然群 GxC ( 具有两倍于 G 的类： G 群中的每一个类>1对应于 
群 GxC , 中八和 Ar 两个类.特别是，反演/总是自成一类. 

现在可以历数所有可能的各种点群.我们来构造这些点群 f 
先从最简单的开始然后逐步加入新的对称元素.我们用黑斜体的 
拉了字母附上适当的下标代表这些点群， 

I . 群 C „ 

这是最简单的对称型式，它只有一个《阶对 称轴. 群就是 
绕 b 阶轴旋转的群.这个群显然是一个循环群+它的《个元素各 
自形成一类.（^群只含恒等变换 I ,相当于不存在任何对称性的 
情形. 

n . 群 s 2tt 

Sh 群是绕一个 2 n (偶數）阶旋转-反射轴的旋转反射群.它 
含有心个元素并且显然是一个循环群.特别是群，它只含丑 
和/两个元素>这个群又记作 C ,. 要指出的是，如果群的阶数取 
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2 « = 4 J ?+2 的形式，元素中就含有反演，因为 （ Am 广 + 1 = = 

/. 这样的群可以写成直积 形式： S 4 , +2 = C mi xC ,， 也记作 

^2P+ Iji » 

III. 群 C rtA 

这种群是由一个 W 阶对称轴加进一个垂直于它的对称平面后 
得到的. C ni 群含有％个元素：丼中有群的 ra 个旋转以及;》 
个旋转-反射变换= … n (共中包栝反射 

这个群的所有元素是对易的，即它是一个交换群，免的类数等于元 
素数.如果《为偶数 ( n ^2 p ), 这个群含有一个对称中心（因为 
C ^< y fl ^ C \ a h = I ), 最简单的群 C ] A 只 含石和 两个元素，它又 
记作 

IV . 群 C 训 

如果一个 ft 阶对称轴再加进一个通过该轴的对称平面，就会自 
动地得出另外 w —1个通过该轴的夹角为 jt / b 的对称平面[根据 
§91中所讲的几何定理 (91. 7)®]. 由此而得的群 C „ p 含有2«个 
元素：绕 w 阶轴的 n 个旋转以及对竖直面的《个反射 cr B . 图 3 d 
中画出了 群和 C 4 „ 群的对称平面和对称轴线. 

确定其类时，我们注意到，山于存在着通过轴线的对称平面， 
这个轴是双向的.群元素在各类中的具体分布取决于 n 是偶数还 
是奇数. 

如果 ft 是奇数 (n = 2 P + l )， 每一个平面经过逐次的旋转 C 2 , + I 
后可以依次地变到其它的个平面，因此所有的对称平面都是等 
价的，对它们的反射属于同一类.绕轴的旋转中除了恒等变换外 
共有 2 i ? 个操作并且成对地共轭.所以它们组成 J ) 个类，每类有两 


①很易证明，有限群中两个对称平而的夹免不可能不等于2^的一个有理分式, 
否則的话，这种对称面进行无限 HS 的扣互反射后，就会#到无限多个相交于同一轴 
线的对称平面.换句话说，只要存在两个这样的平面，就会好致整个的轴对称. 
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o, d 4 


图 34 


个元素仰, + 1 和<^ +1 ，^1，2，一17).此外丑 D 成一类.囡此总 
共有 P +2 类. 

如果》是偶数 (〃二 2扣，逐次旋转只能使相间平面相互变 
换，两个相邻平面无法相互变换.因而存在两组等价面，每组有多 
个,相应地就有两个类,每个类有 P 个元素(反射元素）.在绕轴的 
旋转中，二瓦和 €%,= Q 各自组成一类，其佘的 2 P - 2 个旋转 
成对地共轭并给出 P —1 类，每类有两个元素.因此群0 3 ~共有 
y + 3 类. 

V . 群 D , 

一个》阶对称轴如果再加进一个垂直于它的二阶对称轴，就 
会自动地产生 n -1 个另外的二阶对称轴，因此共有《个夹角为 
Jt / k 的二阶水平軸.结果所得的群 J » n 含有 2 n 个 元素： 绕 n 阶 
轴的》个旋转以及绕水乎轴转 a 角的71个旋转(我们用 f / a 代表这 
种旋转，保留仏代表绕竖直轴转 a 角的旋转).作为例子，图34 
画出了群和的对称轴系. 

和情形 W —样，我们可以证明 ra 阶軸是一个双向轴.当《是 
奇数时，所有的二阶水平轴部是等价的；当 re 是偶数时，它们组成 
两个不等价的集合.因此群込，共有史十 3 类：見 2个类每 
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类含有 P 个旋转[4,旋转还冇 f 一 1类每类含有两个绕竖直轴 
的旋转.另一方面，群 D 2 p + I 却有25 + 2 类： 私办+1个旋转 R ， 
还有 P 类毎类含有绕竖直轴的两个旋转. 

群是一个迸要的特例.它的对称轴系是由三个相互正交 
的二阶轴组成的.这个群也记作 V - 

Vf 群 D ba 

如果在群的轴系中苒加进一个水平对称面通过《个二阶 
轴，就会自动地出现《个竖直.平面，锊个平面通过竖直轴和一个 
水平轴.由此而得的 D nA 辟含有把个 元素： 除了 Z > n 群 的如个 
元素外述冇找个反射6和 w 个旋转-反射变换图 35 中画 
出了 1>^群的对称轴和对 称面. 



A * D 2d Z?jj 


图 35 

反射 A 和此群的所有其它元素都对易，因此可把写作直 
积£^ = 1^ x (：,，共中的 C , 是由及和 A 两个元素组成的群.当 
«为偶数时，群元素中含有反演操作，因此还可写成 D a ,， A = £) a , 
xC‘. 

由此可知， D Bfc 群的类数两倍于£^群的类数.其中的一半 
和 D „ 群的类相同（绕轴旋转)，其佘的一半是由前者乘以 cr A 后得 
到的.对竖直面的反射〜都属于一炎（如杲《是奇数）或 者组成 
两矣（如果《是偶数).旋 转-反 射变换和成对共轭. 
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VIK 群 

还可以用另一种方式在！^群的轴系中加进对称平面，所加 
进的竖直面通过《阶轴并且平分两个相邻二阶水平轴的夹角.加 
进这样的一个平商后又会自动产生其它个竖直平面.由此 
而得的对称平面系和对称轴系确定了群(图35中画出了群 

和群 D 3( J 的平面系和轴系）. 

群含有相个元素.除了群1>„的％个元素外，要加上 
对竖直面的 n 个反射（记作心，表示“对角 1 ^平面）以及具有形式 
的 W 个变换.为了弄清变换的性质，我们注惫到，拫据 
(91. 6) 式 旋转％ 可以表成 U 2 ^( T A a v 的形式，式中的 cr p 是对通过 
二阶轴的竖直面的反射.因此 G = (〜和 〜变换本身当 

然不是该群的元素）.由于 仏和 心的反射面相交于 n 阶轴，突角 
为(沈 +1) W 如 j = …(7*-1)(由子相邻面的宪角为 W 2 n )， 根 

据 (91. 6>式就有 a v A = C ^ + l . 因此得 G = AC ^ +1 => Sl k n +1 , 因此 
这些元素就是绕竖直轴的旋转-反射变换.由此可见，这个竖直轴 
不是一个简单的《阶对称轴，而是一个 M 阶旋转-反射轴， 

对角平面使两个相邻的二阶水平轴相互反射，故在该群中相 
邻的二阶轴是等价的 （《 是奇数或偶数时都成立).同理，所有的 
对角平面也是等价的.旋转-反射变换 ^ +t 和成对地 
共轭 A 

把以上的考虑应用到群我们发现它共有以下的 2 p + 3 
先: 丑，绕 n 阶轴的旋转绕《阶轴的其佘旋转组成的 3> — 1类 
链类含有两个共轭的旋转，即个旋转?^组成的一个类，卽个反 
射 A 组成的一个类，还有 J > 类铝类含有两个旋转-反射变换. 

当《为奇数时0*=2^十1),群元素中含有反演（因为此时有一 

①因为 
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个水平轴和一个垂直面正 交). 因而可以写成 xG^j 
可见 D 2 , + h , 群共有 2 P + 4 个奥，这些类可以由 D 2 P ^ 群的 p + 2 

个类直接求出. 

VIII . 群 T (四面体群） 

这个群的轴系等于一个正四而体的对称轴系.它可以由群 V 
的轴系中加进四条三阶斜轴得到，绕三阶斜轴旋转时可使三条二 
阶轴相互变换.这套轴系也可利用正立方体表出，三条二阶轴为 
正立方体三付相对面的面心联线，三阶轴为该立方体的斜对角线. 
m 35 中画出了这些轴线在正立方体以及在正四面体中的位置(每 
种轴线只画出一条）. 



图 36 

三条二阶轴是彼此等价的 . 四条三阶轴也是等价的，因为它 
们可以通过 q 旋转而相互易位，但它们不是双向轴.由此可知. 
T 群共有12个元素分成四类：見三个 C? a 旋转，四个 G 旋转，四 
个❽旋铸. 

IX . 群 , 

这个群包括了正四面体的所冇对称变换，它的轴系可以从群 
: T 轴系中加进对称平面而得到，飪一个对称平面通过一条二阶轴 
和两条三阶轴.从而使二阶轴变为四阶旋转-反射轴（和 D 2d 中 
的情形相似).这套对称系统可简便地用下面的方式 表达： 三条 
旋转-反射轴各通过正立方体对而的面心，四条三阶轴是该立方 
体的斜对角线，六个对称平面各通过该立方体的六付对边(图37中 
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图 37 

画出了每种轴线中的一条和--个平而）. 

由于对称面通过三阶轴，这些轴都是双向轴.同种的所有轴 
线和同种的所有平面都是等价的.因而这个群的24个元素分成 
以下 五类： 艮8个 G 和旋转，6个对称平面的反射 T 6个& 
和旬 旋转反 射变换， 3 个 C 2 = 扔旋转. 

1 群乃 

这个群是由群 T 加进一个对称中心沿得到的，即 
结果出现三个相互正交的对称平面， 飪个平 面通过一对二阶轴， 
并使三阶轴变成六阶旋转-反射轴 （图 38中画出了每种轴线中的 
一条和一个平面）. 
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图 3$ 


图39 











这个群含有 24 个元素并分为8类，它们可以从群 T 的类直 
接求得. 

群 0( 八面体群） 

这个群的轴系是一个正立方体的对称轴系.计有3条固阶轴 
通过对面的面心，4条三阶轴通过对顶角，6条二阶轴通过相对的 
棱的中点(图 39). 


很易看出，所有的同阶轴是等价的，而且每个轴都是双向轴. 
因此24个元素分成以下 五类: F ， S 个 C 3 和 C 2 3 旋转，6个 C , 和 


巧旋转，3个 <7〗 旋转， 6个 C 2 旋转. 

xii. mo, 

这是: lE 立方体所有对称变换 
所组成的群①.可从群 O 加进 
一个对称中心得到: O ^ OxC ,, 

群 O 的三阶轴因此交成了六阶 
旋转-反射轴（正立方体的空间 



对角线），此外还出现6个对称面， 0 40 


通过毎一付对边,还有三个平行于立方体各面的平面（图 40) .这 
个群共有48个元素分成10类，它们可以从群 O 的类直接求得. 
5个类和群 O 的相同，其佘的5类 是:厂 8个私和祁旋转-反射 
变换， G 个绕四阶轴的旋转-反射变换和3个对四阶 
水平面的反射 cr A ， 6个对四阶轴垂直面的反射 


XIII ， XIV ,群 Y，Y〆 二十面体群） 

这两 个群如 理上井不重要，因为自然界并不存在这样的分子 
对称群.我们就筒单地提一下，群 V 是绕正二十面体（表面为二 
十个正三角形的凸体）成正十二面侔（表面为十二个正五边形的凸 



①^ r t r A , o , Oa 常称为立方体辟 
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体)对称轴系的60个旋转所组成的群，计有 e 个五阶轴10个三阶 
轴和15个两阶轴.1^群是加人对称中心后得到的， v 6 -vx 
c it 它是以上正多面体的所有对称变换组成的群. 

以上列举了元素数为有限的所有类型的点群.此外尚需考虑 
元素数为无限的连续点群.它将在§ 98中加以讨论. 


§94群的表示 

我们来考虑任一对称群，设为所考虑物理系统位形空间中 
的某个坐标单值函数.在对应于群元素 G 的坐标变换下，这个函 
数变成另一个函数.考虑到该群中的个变换 （P 是该群的阶)， 
一般讲来可从 t 出发得到？个不同的函数.对于某种讲来， 
其中的某些函数可能是线性相关的，结果可以得到/个 (/€?) 线 
性独立的函数心，，，，它们在该群所属的各种变换下变为它 
们之间的线性组合.换句话说， G 变换的结果使每个 t 函数 （i = 
1,2,… /) 变成下列线性 组合： 

式中的 G ti 是一呰依赖于变换 G 的常数.这些常数的集合组成变 

换矩阵 

根据上述戋系 t 我们最好把群元素^看成是作用在函数 A 上 
的算符，从而可 写作： 


(94.1) 

k 

函数组 A 总可以选成是正交归一化的函数组.此时变换矩阵的牴 
念就和§ 11中所定义的算符矩阵概念相一致，它的矩阵元为： 


①由于 A 函数都足单值的，该群中的每个元素和一个特定的变换矩砗相对应. 
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O ih = (94-2) 

n 

两个群元素 G 和 J ? 的乘积，对应干矩阵 (？ 和矩阵 H 用通常的 
矩阵乘法法则 （11. 1幻相乘后所得的 矩阵： 

CGH) u = ^ i G il H llt . ( 94 . 3 ) 

I 

与所有的群元素分別对应的各矩阵的集合，称为该群的一个 
表示.定义这些矩晖时所用的函数化，…， W 称为这个表示的基 
组.这些 函数的 总数/称为该表示的雒数. 

我们来考虑积分 由于积分延及整个空间，积分值 

对坐标系的任意旋转或反射显然保持不变，这就是说，对称变换不 
合破坏基函数的正交归一化性质，从而6都是么正箅符①（旺 
§12), 因此,在以芷交归一化函数组为基的一个表示中，代表群元 
素的矩阵也都是幺正矩阵 

假定对函数组^，…， t 施行下列线性幺正 变换： 

<94. 4) 

所得的新函数组 W ， …，以仍然是正交归一化的（参考 512 )©. ki 
果现在取函数組 W 为表示的甚组，我们得到 一个维数相同 的新表 
示，这种通过基组函数的相互线性变换而得到的表示，称为等价 
表示.这-相互等价的表示显然没有本质的区别. 

等价表示的矩阵可以简单地相互表迖.稂据 （12. 7) 式，算符 
( S 在新表示中的矩阵,等于下列算符在旧表示中的 矩阵： 

6 f (94. 5) 


① 这个论断中重要的是，积分值或者为零 （ f 式时)或者贵定不为零 （ i = Jt 时)， 
因为被积函数 UM S 是正的. 

② 按 U 2. 12)式，变换的么正性使得基纽: S 数的樸量平方之和在变换中保持 
不变. 
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代表群元素 G 的矩阵中，对角元素之和（即阵迹)称为它的特 
征标，我们把它记作 /( G ). —个极为重要的结论是，等价表示的 
矩阵具有相同的特征标（见 （12. 11) 式).这就显示了利用特征标 
描述群表示的特殊重要性：它可以立即区别等价的表示和稂本不 
同的表示.以后我们只把不等价的表示称为不同的表示. 

如果我们把(如. 5) 中的 S 看作一个群元素，它联系着典轭元 
素 G 和 G ' 即可得出这样的结论,在群的任一给定表示中，同类元 
素的那呰矩阵具有相同的特征标. 

恒等变换对应干群的单位元此元素的矩阵在所有的表示 
中都是对角的，且对角元素都等干1 ,因此特 征标％ 饵)正 好等干 
该表示的 维数： 


X { E ) =/. (94. 6) 

我们来考虑某一 J * 维的表示 . 布可能发％这样的情形，经过 
(94. 4) 式的适当线性组合以后,它的基函数可以分成若千组，每组 
分别具冇厂/ 2 ，…个函数(/，十允十…=/)，当群中的任一元素作 
用在这些函数上时 T 各组的函数只能变成本组的各函数的线性组 
合而不能变成其它组的函数.在这样的情形下，所考虑的表示称 
为可约表承. 

另一方面，如果一组基函数不管进行怎样的线性组合，在群元 
柰的作用下它的总数不能分解或减少，由这组函數所给出的表示 
就称为不可约表示.任一可约表示都能分解成为若干个不可约表 
示.这就是说，经过适当的线性组合以后，它的基函数可以分解成 
为若干个组，每一组函数在群元素的作用下按某一不可约表示变 
换.其中若干个不同的组也有可能桉同一不可约表示变换.在这 
种情况下，我们就说可约表示中含有该不可约表示若干次. 

不可约表示是群的重要特征，它在群论的所有置子力学应用 
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中都占有主要地位.下面给出不可约表示的若干基本性质①. 

可以证明，一个群的不等价不可约表示的数目等于该群的类 
数 r . 我们用不同的号码来 K 别各种不可约表示的特征标.群元 
素 G 在这些表示中的矩阵特征标分別记作 X ^( G) t ■», 
X iT } ( G) r 

不可约表示的矩阵元 1 满足一系列正交关系.首先，对于两个 
不等价的不可约表示,下列关系式成立 ： 

2>?财：=0， (94.7) 

式中的步区别两个不可约表示， 乏:代 表对该群的所有元素 


( 94 . 8 ) 


< 94 * 9 ) 

特别是，从上式出发可求出不可约表示特征标的一个重要的 
正交关系 .（94. 9) 式两边对 i = kj ^ m 的各个值求和后可得 

⑷ （ G ) / … （ G ”<94.10) 
u 

时有 

欠⑷侧 2 = ?_ 


Q 


求和.对干同一个不可约表示，下式 成立: 




也就是说，只有矩阵元的模量平方和才不等于零: 


2 赠卜 f . 

o ^ a 


(94, 7) 和 (918) 式可以合并写成下列 形式: 


Q 7* 


①这些性质的 iiE 明可以在任何一本群论教科书中找到, 
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这就是说，一个不可约表示的特征标的模量平方和等于该群的阶 
数.要注意的是，上式可以作为一个判据，用来判断一个表示是不 
是不可约表示.封于一个可约表示，上式右边的和总是大于 S (例 
如等于叩， R 是该可约表示中所含的不可约表示数）. 

由 （94. 10) 式还可#出，两个不可约表$具有相同的特征标 
木但是这两个表示为等价的必要条件而且也是充分条件. 

由子同类元素的特征标相同， (94.10) 的求和中实际上只有 r 
个独立项,该式可写成下列形式 


(94, 11) 

式中是对该群的 r 个类(用任意符号 C 表示）求和， 心是 ^类中元 
素的个数. 

因不可约表示的个数等于类数， r 2 个量九。 = V ^ JgX ^( C ) 
可以组成一个方矩阵. 

裉据对第一个下标的正交式 


acffiC = 

可 以自劫得出对第二个下标的正交式 


因此除了 （94-11) 式以外，述钉 

产 （CT =生6“ • (94.12) 

任一群的各种¥可约表示中，总是存在一个平凡的不可约表 
示，它只有一个基函数，达个函数在群的所有变换下保持不变.这 
个一维表示称 为单位表示， 该表示中的所有特征标都绰于1 . 如果 
正交关系 （94. 10) 或 (94.11) 中有一个是单位表示，则对另一个表 
示有. 


⑷⑹= c ^⑷⑹= 0* 

0 c 
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(94.13) 



这就是说，对于毎一个不可约农示，所存群元素的特征标之和等 
于零. 

根据 （94. tO ) 式，我们很易把任一可约丧乐分解成不可约表 
示、 只要 这些忐示的特征标是已知的，设 /( ⑺为某个/维可约农 
示的特征标，并令整数… ， V f) 分別代表该表示中所含的 


各个不何约表示的次数，因而有 

(94. 14) 


(94. 15) 


(94.16) 

我们来考虑一个/= ?维的表示,它由？个函数给出，0是 
坐标的一般雨数（因而由於所得的0个函数@0彼此线性独立)， 
这柞的衷示称为正规表示.很明敁在这个尜示中，除了难位元所 
对应的矩阵外没有一个矩阵含冇不等 _ f 岑的对角矩阵元.闽而冇 
尺时 X ( G )= 0 以及 X ( 幻 一？. 把这个衷示分觯成为不可约表 
示，根据 (94. 16) 式，整数 V )的数值为 = 也 

就是说，海个不可约表示在正规表示中所含的次数等于它的维数, 
把代人 (94. 14) 式即得下列关 系式： 


户=1 

式中 A 是不可约表示的维数.時征标 /(<?) 则可写戍 

X(0)=i^a<^X^ (G), 


上式乘以 / WVG ) 并对所有的 f ? 求和，按 04. 10) 式得 


9 


^2X(G)X^{0)^. 


G 


+ (94,17) 

即一个群的所冇不可约表示的维数平方之和等于该群的阶 
数叭由此可见，对个交换胙（此吋『= 9)，所有的不可约表尕 


C 0 可以提及的是，对点群讲來，当 r 和1?笋定后，实际上只能有一组整数值 f ]T 
•■■/ r 可以满足 （9 夂 i 7) 式， 


B 


9 J 
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都是一维的 Cfi =/ 2 = …二八 = 1). 

我们还可以不加证明地指出，不可约表示的维数可以除尽该 
群的阶数？+ 

实际上，我们可以通过下式把一个正规表示分解成不可约部 
分： 

(94.18) 

? 0 

很易验证，上式中具有给定&值的函数组 WUi = l ，2, … / a ) 按下 
式 变换： 

€ 

也就是说，它们是第 a 个不可约表示的基.给予各种不同的&值， 
我们可以对每一个不可约表示得到 A 套不同的基函数 i > 严 ，这和 
正规峩示中每个不可约表示出现 A 次的亨实相一致， 

任一函数4可以表成按群的各个不可约表示变换的各个函数 
之和.这个问题可通过下式 解决： 

rp 广)， (94. 19) 

m i 』0 

为了证明这一点，我们把第二式代人第一式并对 i 求和,得到 

诊 九⑹知 • （94, 20) 

穿 • 

由于维数九等于群的单位元的特征标忍)，我们可用正交关 
系 (94 .12) 证明， （94. 20) 的求和中仅当 G 是单位元时才不等于零 
(而等于 ？）. 因此 (94. 20) 式的右边恒等于妒. 

我们来考虑两组不同的函数 w “, 和…， 

它们构成一个群的两个不可约表示.作乘积 P 我们可得 
个新函数，它们可以作为维的一个新表示的基.这个新 
表示称为前两个表示的直积或克朗内克 （ Kronecker ) 积，只有 
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尺或允等于1时它才是不可约的. 很易证 明，直积的特征标等于 
它的两个分景表示的特征标的乘 m. 实陈上，如晃 

I m 

则有 

\ r m 

对特征标而言，我们把它记作 xzm ) ( G )， 可得 

(X^xX^) (G)- 呢 =2 郎 S 时， 

i,k i k 

即 

{X^ x (Q) =；<(•、(G) X ⑻ (G) ， (94. 21) 

所乘的两个不可约表示在特殊情况下也可以是相同的，此时 
有两组不同的函数於1,…，…和 Pi, …，於/给出同一个不可约表示， 
而这个表示与自身的直积是由尸个函数 切* 给出的，井且具有 
以下的特征标： 

(XxX)(G)^iX(Gn i , 

这个可约衣示矸以立即分解成两个维数较小的表示（这两个表示 
一般讲柬仍是可约的）：一个表示足由 $_/(/+1) 个也 h+th 函 

数给出的；另一个峩示是由+ /〔/ — 1) 个函数 

幻给出的，显然，这两組函数中的每一组只能变换成本组各函数 
的线性组_合，前一个表示称为不可约表示自身的对称乘积，它的 
特征标圮作[文 2 ](<?);后一个表示称为反对称乘积，它的特征标 
记作为了求出对称乘积的特征标，我们写出 

Ltn 
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闲此特征标为 


■i , k 

但是;二 /( O )， I 村11七戢后得 SIJ 下和 J 表式 

i i,k 

[/ 2 ] ( G)=^{\-X ( G ) y ^ X ( G 2 )}. (94. 22) 

根据上式我 H 就 4 从群表示的特征标出发算出它的对称乘积的特 
征紜.应用完全相同的方法，还可求出反对称乘积的特征标叫 

I 

U 2 } ( G )^^-{[ X ( G ) r - X ( G 2 )}, (94. 23) 

如果函_数组 化和 A 相同，显然只能求得它们的对称乘积，它 
由 W 和的乘枳 池 给出.实际应用中还可能碰到更髙次 
的对称乘积，它们的特征标可以用类似的方法求 m. 

nm - j - 个葷要特性如下.当我们把两个不 m 的不可约表示 
的直积分斛成不可约分量时，仅当所乘的这两个衷 y 是彼此复共 
轭的，它们的直积中才会含 科黾位 「表示（而 k 只含一次) . 对 r 实 
表示，仅当不可约表示和它自身相乘时，直积中然是在它的对 
称乘积中）才佥含有笮位表示.为了列明 （94. 21) 的表示中是否含 
冇哏位忐示，我 fn 只耑裉据 （w. 16)^, 把它的特征标对求和并 
除以群的阶数 L 然后按正夂关系 （94. ]0)立刻获得结论. 

最后，我们来讲一下关丁两个群的直积群的不可约表示问题 
(不 要和同 一个群的两个表示的迓积混淆起来).如果函数组 
给出了群 A 的一个不 nT 约表示，函数组 味3、 给出了群 B 的 
—个不可约丧示，那么它们的乘积就是群 Ax B 的一 
个 hh 维表示的基；而且这个表示足不可约的.这个崁示的特征柘 

①瑱得術出的是 T 对于两维表示，特征标彳等于线性变换 G 的行列式，这 
抿易通过 a 接〖十 算证 明， 
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可以用原來两个表示的特征标枏乘而得[参考 (94. 21) 式的推导]. 

群 AxB 中的元素 C = 所对应的特征标为 

/( C ) 二二； T ⑷ (94. 24) 

按此方次把群 A 和 B 的所有不可约表示互乘，即得群 AxB 的 

所有不可约表示. 

§95点群的不可约表示 

現在来具体确定各种点群的各个不可约表示.绝大多数的分 
子只冇二，二，四和六阶的对称轴，由于我们不考虑二十面体群 V ， 
V ,;下面只考虑1，2, 3 〆 ，6的群 C n , G nh , C nv> D n ，Dw 和 ft ; 
1，2,3 的群 S a „， 

表 7 给出了这些群的各个不可约表示的特征标 . 同构的群具 
有相同的丧示.我们已辁把它们放在一起.表的上端群元素符号 
前的数宇，表明该元素所属类中具有的元素数（见 §93). 表的左 
边各列给出了各个表乐的习用名称.一维丧示记作4或二维 
表示记作見 三维 表示记作，，不要把二维不可约表示的记号五 
和群的单位元混淆起来4表示的基函数对《阶主轴的旋转是 
对称的， B 表示的基函数对以上的旋转则是反对称的，对反射％ 
具荇不同对称性的基函数，它们的表示用撇号来区别（一撇或两 
撇)，而 K 标？和 w 表明了对反演的对称性.除了群表示的名称以 
外，还有 H 3等字母，这些字母表明了这些坐标分量本身是按哪 
一个丧示变 换的. 所选的3轴总是沿着主对称轴.字母 e 和山分 
别代表 

€ — e 2 “ /3 ， p 2,i/s =-- — a) 4 ; 

s 

e + f z — ~ 1, or ^ —co ^ — 1. 

①为什么把构个复共扼的一维及 4 写成一个二 维夬斤 的祥子，其原因将在 £96 
中解释. 



最筒单的问题是求循环群 S rt ) 的不可约表示.一个循坏 
群和任一阿贝耳詳一样，只有一维不可约表示.设为该群的一 
个生成元（即这个元素的逐次乘幂给出该群的所有元素).由于 
&=厉（？是该群的阶），于是很明显，当把算符点作用在基函数功 
上时,这个函数只是乘以因子1%,即① 

= (fc= 1, 2, **'g). 

c 2 ft ( a 及和它同构的 c ^， d £ ) 是阿贝耳群，因此它的所有不 
可约表示也都是一维的，而且特钲标只能等于士 u 因为每个元素 
的平方等千 m . 

其次考虑群 c 3 „. 它和群€^相比增加了对竖直面的反射心 
(都属于同一类）.对于绕轴旋转保持不变的一个函数(群<^ 3 的/1 
表示的基函数）对于 a 反射讲来可以是对称的，也可以是反对称 
的.在旋转 g 作用下被乘以 e 和 J 的那两个函数 （Ca 群复共轭 
表示互中的两个基函数)在反射时相互变换，根据以上这些考虑 
可知，群(以及和它同构的 i> 3 群)具有两个一维不可约表示和 
一个二维不可约表示，它们的特征标如表所示.这个群是 6 阶的， 
根据 l*+l s +2 2 = 6 可知，我们巳经找出了它的所有不可约表示. 

根据同样的考虑，可以给出同类型其它群的不可 
约表示的特征标. 

群 T 是由£>,3 V 群加进四个三阶斜轴后得到的*对 V 群 
的变换保持不变的一个函數 (4 表示的基函数)，对旋转 G 讲来可 
以乘以1，8或 V 群的三个一维表示 氏的 基函数，在 
0, 旋转下进行相互变换(例如可取坐标分量 龙 U 本身作为这三 
个基函数，即可看出这一点).因此得到三个一锥不可约表示和一 

①例如，对点砟0函数可取 0 = 0' Jt -1, 3,…〜史是绕某一固定轴 
的转角. 

© 例如我们可把这两个函数取成对竖直面反射时 P 变号 • 
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个三维不可约表示 （1+ 1+ l + 3 3 -= 12). 

最后考虑同构群 o 和 tv 群是由 r 群加进心反射后得 
到的，每个反射面通过两个三阶轴 .T 群的算位表示4的基函数 
对心反射（它们都属干一类)讲来可以对称或反对称，它们给出了 
T d 群的两个一维表示.在三阶轴旋转下被乘以 e 或 P 的那网个 
函数 (T 群复共轭丧示丑的基函数），对通过该转轴的平面进行反 
射后相互变换，因而得到一个二维表示.最后，对于 T 群的 f 表 
示的三个基函数，其中的一个函数经反射后仍变为自己（或者保持 
不变或者变一符号)，另两个函数 M 相互变换.因此共有两个一维 


表 T 点群不可约表示的特征标 



续表 




E 

Cz 

:: (.h 2(7^ 

K 

E 

<~U 

2(U Wz 


It ： 

(■h 

2^ St；.! 

So-# 









A 

B 

B 




^ BB^H 


2-2 0 0 D 

c\ 2C\ 2C 9 3fy, 3f/ s 
C z 2C, 2C n 3o v 3tr ； 
c^h 2 C : ■. 2S^ 3^/^ 



E ^. C A \^Ci GCi 叫 
K SC 3 3 ^-i Kfrrf 6_ S + 


表泊，一个二维忐示和两个三维表示①. 

至于其它我们感兴趣的点群，它们是上述几种群和 cj 或 c a ) 

群的直积， " T 以根据巳给群直按算出它们的各补表示.它们足 

C aAr = C s x C SJ Dij^Dt x C\ £> ja ^D 3 x C ; O fc = Ox G< 

C Jft = C 4 X C if Di^DiXC, D ih = D e xC t 

4 

0) 二十 iM 泳群中具有高维 （ 4 和 5 维）不可约表示. 
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c 






C.aC, 


S e — x C i = 了 xCj 


对于其中的钿个直积，它们的不可约表示数要比原群的多一 
倍，而且一半对反演对称（用下标£/标志），另一半对反演反对称 
(用下标 W 标志).不可约表示的特征标可以从原群的特征标乘1：义 
±1后得到（根据 (94. 24) 式的规则）.以 D 3 d 群为例，可得下列不 
可约衣尕： 


DaJ 

1 

1 


2 C 3 


/ 


3rJ <； 


1 

1 

1 

1 

1 

1 


1 

1 . 

-1 

1 

1 

—1 


2 

— l 

0 

2 

-1 

0 

A lh 

1 

1 

1 

-1 

一 1 

一 1 


1 

L 

-1 

一 1 

一 1 

1 


2 

-1 

0 

-2 

1 

0 


§96木可约表示和谱项的分类 

群论的量子力学应用所根据的事实是，一个物理系统(一个原 
子或分子）的薛定谔方程对该系统的对称变换探持不变①.由此可 
以立刻知道,把群元素作用于满足薛定谔方程的某一本征函数（属 
干某一能量本征值)上，所得的结果仍为同-方程的属下同一能觉 
本征值之解.换句话说，属于同一能级的一组定态波函数在对称变 
换下彼此相互变换，也就是说这组波函数能够给出对称群的某个 
表示.一个重要事实是，这样的表示是不可约的.事实上，对称变 
换下进行相互蛮换的-组 - 数必然是属于同一能级，对称变换下 
并不相瓦变换的几组函数属十 W —能级的情形（可约崁示的基组 


①维格约 （ E . P . Wigner ) 酋先把群论方法应用于置子力学 （192 S ). 
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就可以分解成为以上的几组函数)，是一个极为偶然的例外①. 

因此，系统的每一个能级对应于该系统对称群的某一个不可 
约表示,这个表示的维数确定了该能级的简并度,也就是确定了具 
有该能置的不同态数，知道了不可约表示后就可以确定这些态的 
一切对称性质，也就是确定了这些态在各种对称变换下所能具有 
的行为. 

维数大于1的不可约表示只能在含有非对易元素的群中找 
到，因阿贝耳群的不可约表示只能是一维的.值得回忆的是，我们 
在未讲群论之前早已提到过，简并的出现是和非对易算符(但它们 
都和哈密顿量对易)的存在有关 (§10). 

对以上的说法需要补充一点.我们早已指出过(§18),量子力 
学中的时问变号对称性(没有磁场时成立）使得相互复共轭的波函 
数属于同一能量本征值，由于这一点，如果有两组相互复共轭的 
函数给出了同一个群的两个不冏（不等价）的不可约表示，那么应 
该把这两个复共轭表示看成是维数太了一倍的一个“物理上不可 
约的”表示.这就是以后我们要假定的.上节中我们就有复典轭 
表示的例子.例如群只有一维表示，但是其中有两个是复共 
轭的，从物理上讲它们对应于一个双重简并能级（当有磁场存在 
时，就没有时间变号对称性,这两个复共铌表示也就对应于不同的 
能级) 

现在假定所给的物理系统受到某一微扰（该系统放进外场 
中）.产生的问题是，这个微扰能在多大程度上分裂原来的简并能 


① 如果它们没有特殊的原因.话以"偁然”简并为例，它垦由于系统的哈密顿量 
具有本章所述的纯几何孕对称性以外的更高对称性而引起的（兒§36未)， 

② 严格讲来,实的特征标％复共轭表示为等价表示时）并不是群表尕的基函狡 
芘选成实函数的充分条件，但对点/群的不可约丧示而言却是充分的（井不是对 B 双值” 
点群而 rr ， 见 SB ), 


缭 
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级.外场本身具有一定的对称性①.如果它的对称性等于或者高 

于⑧未微扰系统的对称性，那么受微扰喑密顿量。+穸的对 

称性就和未微扰算符力 a 的对称性相同.在这样的情况下，简并 

能级显然不会产生分裂.如果微扰的对称性低于未微扰系统的对 

称性，则哈密顿量片的对称性就和微扰〗> 的对称性相同.原来的 

一组波函数，给出了算符疗 e 的对称群的某个不可约表示，也得给 

出受微扰算符右的对称群的一个表示，但是这个表示将是可约 

的，这就盘味着简并能级的分裂.现在来举例说明，如何用群论的 

数学工具解决能级分裂的具体问题. 

设未微扰系统具有对称性 T ,, 我们来研究一个三重简'并能 

级，这个能级对应子该群的不可约表示这个表示的特征标为 

E 8C 3 3C 2 6S a 

3 0 一 1 1 ™ h 1 

现在假定该系统受到对称性为 c 3 „ 的微优(它的三阶轴和 Tj 群 

的一个三阶轴重合).这个简并能级的三个波函数给出了 C 3P 群 

(它是了，群的一个子群）的一个表示，并且这个表示的特征标就 

等于 T , 群的原来表示中同样元素所具有的特征标,亦即 

E 2C Z Zt7 P 
3 o F - 

但是这个表示是可约的.知道了 C 3p 群的不可约表示的特征标 
后，根据一般规则 ( 94 . 16 )，很易把以上表示分解成不可约表示.结 
果发现它可以分解成群的卑表示和表示 4 因此三重简并 
能级 f 2 就分裂成为一个无简并能级山和一个双重简并能级足 


① 例如晶格中 d 壳层和 f 充层的离子能级，它和周 围原子 的作用 很萌，这朴情 
形下的微优就是其余原子作用在该离子上的电场（外场）. 

② 如果对称群 H 是群 G 的子群，我们就说//的对称性较低而 G 的对称性较 iSL 如 
果算符中-项具有 G 的对称性男一项其打 W 的对称性，显然两项元和具有较低的对珎 
性即 H 的对称性. 
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如果原来的系统受到的是具有对称性 C 2 B (它也是群 T , 的一个子 
群)的微扰，则能级 A 的三个波函数所给出的忐示就具有以下的 
特征标 

E Cj u p a T v 

1 一 1 ] r~ 

把这个表示分解成不可约分量，结展发现它含有表示 瓦 ，尽. 

^ 因此这种情璲下能级巧分裂成三个无简并的能级. 

§97矩阵元的选择定则 

群论不但能给出任一对称物理系统的能级分类，而且还能给 
出一个筒单方法，用来求出该系统各种物理量矩阵元的选择定则. 

这个力法是以下面的普遍定理为基础的.设心―> 为对称群 
的一个不可约去示(非单位表示)的一个基函数.这个函数对整个 
空间 ® 积分等子#: 

JVi ⑷ (97. 1) 

上式的证明基子这样的事实，一个延及整个空间的积分，对坐标系 
的任意变换包栝任意的对称变换在内都是不变的.因此有 

将上式对所有的群元素求和，结果式左的积分增加了 9倍 （ ？是该 
群的阶)，我 们有： 

g \^ i i ^dq=^2\f i f ^Qifdq. 

" t J a 

但是对任一不可约表示（不足黾位表示） 讲来 ‘我们有恒等式 

[此式楚正交关系 7 ) 中一个不可约表示等于单位 

0 

①是指该物理系统的 U 形空间. 
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丧示时的特例].于是定理得证. 

如果 V ，是属干群的某一玎约表示的 一个基 函数，则积分 fv 』 句 

、将等于零，除非这个可约忐示中含有单位表示.这个定理是前一 
定理的直接推论. 

物理量/的矩阵元由下列积分 给出： 

i^dq, ( 97 . 2 ) 

式中的指标 a 和 jS 区分该系统的不同能级，下标 d 是属于间一 
简并能级的各个波函数①的编号数.由函数组心 w 和么〜给出 
的该系统对称群的两个不可约衷示，我们分別记作以“和 P ('与 
量/的对称性相对应的该群的表示记作办，这个表¥取决于/的 
张量特性.例如，2 /为 真标呈 时，它的箅符对所冇的对称变换 
保持不变，则 A 为单位表示.如果/为赝标量而群中只含对称 
轴时，这一结论仍成立. m 当群中还含有反射时， A 便不再是单 
位表示， M 然它的维数等于 I 如珙/垃一个矢量，则 A 是由三 
个矢敲分贳进 H + 线性变换所给出的一个表示 f 这个表示对极矢餚 
和轴欠■耑而吉一般足不同的. 

乘积 dW 给出一个直积尜示仅当这 
个表示包禽堆位表乐时，也就是直积屮包含 Z ? y 时，矩 
阵元才不等于零.实用上，更为方便的办法是把 D — x /?; 分解为 
不可约 分蛍， 它可立刻给出跃迁矩阵元（从型的初态出发）不 
等于零的所有各种型的末态. 

在标 i 的最简單怙形下为啦位表示，由此可以立刻知道， 
仅当初末态为同一类型时矩阵元才不等 于零： 两个不同的不叮约 


( V 当我们采用“物埋1:不可约”的表示时，由7基函数总可取成实函敢，我们 ft 
(97 式中不 捋区分 波函数及其复共轭函敢. 
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表示的直积〜中不含单位表示，可是一个不可约表芾和 
其自身的直积中总是含有单位表示_这是定理的最普遍说法，它 
的特例我们早已碰到过. 

对能量为对角的矩阵元，也就是属于同一谱项的各个态之间 
的跃迁矩阵元（不是属于类型相同但谱项不同的两个态之间的跃 
迁矩阵元），需要作特殊的处理.这种情形下我们不是有两组不同 
的函数而是只有一组函数化〜，….我们要用不同的方法求 
出它的选择定则，它依赖于畺 f 在时间反演下的行为. 

我们采考虑一个由波函数# = 所描述的态.此态中 
/的平均值由下列求和式 给出： 


在复共轭波函数所描述的态中，我们有 
f = y ] c h c * icck \ f \ ai }= 

i 

如果 f 对 frt 间反演不变，这两个态不但属于同一能级而且还有相 
同的/值.由于系 数〜是 仟意的，这意味着 

<(afcj/|ai) = {o£i1/|otjS：), 

因此,为了求出选择定则，我们不需考虑整个直积 汉乂 而只 
需考虑它的对称部分 [ D (a)2 ]， 只要中含有就有非零矩 
阵元①. 

但土 f 在时间反演下变号时，从0变到，必随之有7的变 
号.从而用同一方法可得 

oc i> ^ (at [/|afe>T 

在此情形下，选择定则是由直积的反对称部分确定的. 

® 乘积中总是含有单位表示，所以标置的对角元(以及扨末态奧把相同 
的非对 角元) 不等〒零. 
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例 


题 


( 1 ) 


C2) 


1. 当存在对称 O 时 . 求电矩 d 和磁矩 M 的矩阵元选抒定則， 

解胙 o 不含反射，因此极矢 d 和軸矢按同一不可约表示 A 变换. 
和群 o 的其它表示的莨积可分 解为： 

F^XAr-^F^ F l XA 广 F 2 , F^XE= F v +F Sj 

因此不等丁零的（能 S) 作对角元为下列 跃辻： 

F 1 *-^A 1 , E t F ^ Fi； E t F ±t 

no 的不可约衣示的对称和反对称乘积为 

[』？]二 [w] 二山，[0:1 = 4+/?，[巧]，[^1：1= 山十 E+fv 
{p \}-{ n }= F^ 

对称乘积中不含 A ， 因此欠量 d (时间反演不变）没有（能 量的） 对角元.磁矩 
在时间反演下变兮，对心和态有对角元. 

2* 冋题1，但为对称 

解 I> id 群中矢量 d 和 p 凡有不同的变换 规律： 

ri r , 1 〜 t T yi d 7 ^A ztiy 

h ， / ， j 〜 L " 二 〜、. 

本题及下面的题中，记号〜代表“按某个表示变换' 我们有 

X-.l w = £?l.X — k u y(,Ai^^ . 

E u = is H' ^25 ~\' 汉 kX 忍 f = 十 Zeu ： 十® W 

闪此心、 A 的非对角矩阵元中，不等于零的有跃迁見 dm 為， E,^A 

A ^. 同法求得下列选择定则 

^： K^E m % 

f^ x , Uy ： /\^A lu , ^ ZU 1^J 

0 3d 群不可约表示的对称和反对称乘积为 

UM=- LAU：= U^] = [札] = a IV7 
[玛卢 [町： =& + A ⑴ {E ;}^ {£^} = A, ff+ 

我们苻到对于 d 的分 it 不存在(能贷的）对角 ：t ; 对于欠笹 h 在 &歲、 m 
间并能级的各态之间存在着心的对角元 * 


<3) 


⑷ 
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3. 当存在对称 O 肘，求电四极矩 张量仏 * 的矩谇元选择定则. 

解对群 O 而吉，张量仏，(是一个对称张量弁且仏，之和等于零)的各 
个分量按以下规 M 变换： 

Q”、QwQd <?„ + eg„ + Pg 川 ^r + e a O„ + ^«^ 

( e - t W 3 )- 

把五和群 O 的所有表示的直积进行分解后，可得非对角元的下列选择 
定則： 

Qx ，， Q^ r Q ^： F ^ A 5 , E . F ^- F 2 ^ A ^ Ff \ 

Q xri (?? v , Q - i ： 办 I A J 1 ’ 广 -_ D \; J 1 ±* 

对角元存在 t 下列态中（可从 （ 2 ) 石 m ): 

Q ”， Qx 2' ^ 1' 

m E , F u F tm 

4, 间题 3 ，但为对称 i > 3ef . 

篤对群认^而良分登的变換规律为 

Qxz^ * 3 jt — Qp^i Qrjr 〜五 w ^jfji Qv: 〜怒， 

仏，具有标量的行为.把灼和群 Z > w 的所有表示的直积进行分解后，可得 
Qa , 其佘分量的非对角元选择 定则： 

冗 e 卜匕 4iff ， -^2^3 ^ pi 五 11— -^EUi ^u T 

只有对尽和 jf , 的赵，肘角元才适非零的 L " rM “） 人看 m ], 

S 98连续群 

除了 §93中历数的各神有限点群外，还存在着元素个数为无 
限的连续点群.这就是轴对称群和球对称群. 

最简单的轴对称群是群，它含有绕对称轴旋转任意角9 
的0(幻元素，称为两维旋转群.这个群可以看作 C n 群当 11—00 
时的极限情形.同理，作为 CU C nti D n , D nh 等群的极限,我们有 
c w4J cu， £>„， ru 等连续群. 

具有轴对称性的分子只能是由位于同一直线上的原子所组 
成.如果它对该直线的中点并不对称，它的点群就是 C „ p 群，群 
中除了绕轴旋转外还有对通过该轴绂的任一平面的反射如果 
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该分子对称于轴线的中点，它的点群就是作为 
分子的对称群 ， Cq cua 等群并不出現， 

完佥球对称的群含有绕通过中心的任恋轴线转任意角的旋转 
元素，还含有封通过该中心的任盘平面所进行的反射,这个群是诹 
个原子的对称群，我们把它记作所有空间旋转所组成的群 K 
(它称为三维旋转群或简称为旋 转群) 是它的一个子群.群 K 中 
加进一个对称中心后即得群 K ^ K ^ KxC ,). 

连续群的各个元素可以用一个或几个取连续値的参量加以 1 K 
别.以旋转群为例，它的参显可以取确定坐标系转动的三个欧 
勒角. 

§92中所讲的有限群的一般性质以及与此有矣的一些槪念 
(子群，共轭元素，类,等等）可以直接推广到连续群.当然，与群的 
阶数直接有关的那些论述（例如子群的阶可以除尽整群的阶)不再 
具有意义. 

Cu 群中所有的对称面彼此等价，因此所有反射 A 组成一 
类，它具存连续的群元素.此群的对称轴是一个双向轴，因此它具 
冇连绩的共轭无素类，.每类含冇 C (士的两个元素.群的类 
可以从群 CL , 的类宜接求出，因为 D ^- C ^ xC ^ 

旋转群 K 中所有的轴都是等价的而且是双向的， 因此转角绝 
对植41相同的所有绕任益轴的旋转元素组成一类.群 Ka 的类 
可以从群 K 的类直接 求出. 

法示的槪念，可约和不可约等也能立即推广到连续群.每个 
不可约表示含有无穷系列的矩阵，但是相互作线性变换的基函数 
的数目（即该表示的维数）仍是有限的.这套基函数总是可以这祥 
来选择，使得该表示是幺正的，一个连续群的不同的不可约表示 
数是无限的，但构成分立序列，即它们可以挨个计数.对于这些表 
示的矩阵元和特征标，也存在有正交关系，它们是有限群的相应关 
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系的推广. （ 94. 9) 式现在变成 

\ g ^ O \^ dt 0 =- j - J >^ it \^ dr 0 , (98.1) 

( 94 . 10 ) 式改力 

⑷ (G) A ⑻* (<?)dh = dr a . (98.2) 

这些公式中的积分称为群上的不变积分，心。可用群参量的微分 
表出并使对该群的任意变换保持不变 ( I ). 例如旋转群中可取 
= sin 网 odjffrfy , 共中 0 S ， 芦和 v 是定义坐标系转动的三个欧勒 

角 （ § £ S) t 此时 Jdr 。 = 8 jt ' 

当我们在确定总角动量的本征值和本征函数时，实质上已经 
碰到过三维旋转群的不可约表示（没有采用群论的术语〕.角动量 
的 H 个分量算符(除了一个常因子外）就是无限小旋转算符®，而 
角动量的本征值榇志了其波函数的空间旋转性质.对于一个给定 
的角动量值乂有 2 j + l 个本征函数与之相对应，它们的角动 
量分量 m 的数值不同但同属于一个 2 j + l 重简并的能级.在坐标 
系转动下，这组函数变成它们的线性组合，从而给出了旋转群的一 
个不可约表示.因此从群论的观点看来，：/就是旋转群各个不可 
约表沄的编号数，而且每个 j 对应于一个2^十1维表示， j 值可取 
整数和半整数，因此群表示的维数 2 j + l 可取所有的整数值 I , 2 , 
3,…… . 

这些表示的基函数实质上已在§ 56和§ 57中研究过，群表示 
的矩阵见 §58. 具有给定』_值的一个表示，它的基是由一个^秩 


① 这里所讲的连续群不可约表示的各种性质仅当积分式〔98.1)和 （93.2) 收钛 
时才能成立，特别辟体积 " JdTfl 必须有限，这个条件对连续点群确是满足的(但对于 
像相对论中的洛仑兹群，它就不满足). 

② &学术语中，这垂算符躭是族转群的生成元， 
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对称旋量的 2 j > l 个独立分量构成的（等价于 2 j + l 个函数 
V^m). 

旋转群中^值为半整数的不可约表示有一重要特性.它的基 
函数(奇数秩旋量的各个分量）转动 2. t 角后要变一符号，可是2# 
的转动等于群的单位元，由此得出结论， j 值为半整数的表示都是 
双值 丧示: 对于飪个群元素(绕某轴转炉角，0<碜<2^1),该表示中 
与之对应的矩阵不是一个而是两个，这两个矩阵的特征标相益一 
个符号①. 

前面提到，一个孤立原子具有对称性因此从群 
论观点看，每个原子谱项对应千旋转群 K 的某个不可约表示（确 
定原子的总角动量偵乃以及群的一个不可约表示（确定态的 
字称)© 

当把原子放入外电场时，它的能级分裂.分裂能级的数 H 及 
其相应状态的对称性质可用§⑽屮的方法来确定.力此，应把外 
场对称群的 2 J +1 维表示（由 寸 Jit 函数组所 构成） 分解成为该群 
的不讨约表示.这就需要事先知道函数组所给出的表示妁 
特征标. 

m 于冏类元素的不可约表示特征标是相同的，我们只需考虑 
绕 s 轴的转动就足够了，我们知道，绕该轴转史角后波函数 


①必须指山，群的双值表示不能算作真实字义下的表示.因为它们并不是由单 
ta 的基组函軚给出的；尚见5 99. 

© 此外，肮子的哈密顿置对电 T 的对换保持不变.在非相对论近似下，坐标波函 
数和 g 旋波阴数是可分离的 t 我们就有坐标函数所给出的置换群的各种表示.如果给 
定:了置换群的不可约表示，原子的总自旋 S 就被确定（ § e ： i ). 但当计及相对论作用 
后，波函数不再能分解成砸标部分和 S 旋部分.粒子坐榀和 S 旋同时对换的对称性, 
不能用来标志逋子 谱项， 因为抱利原理只允许总波函狡对所有电子为反对称.这一亊 
实与计及和时论效应后自旋 严格山 耒不#吖恆相一致，这时 m 冇总角动 a 是守 
谊的. 
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要乘以 I 是角动量沿该轴的分量 + 因此函数组的变换 
矩阵是对角的，其特征転为 


， ( 屮 )=S 

丨■一/ 



衫 i (J+ 1 一 i j> 



或① 



( 98 . 3 ) 


对于反演/, I 值不同的函数具有相同的行为，全都是 
乘以+1或一 1，视原子态的偶或奇而定.故其特征耘为 

；^><7) = 土（2/ + ；1)， (98.4) 


最后，按下列公式可以算出对7面反射以及旋转-反射 P 角的特 
征标： 


a— IC Z , S- IC^ +<p). 

让我们再來考虑-下轴对称群的不可约农示.当我们 
确定具存对称性的双原子分子（即由不同原子组成的分子） 
的电子谱项分类时,实际上已经把这个问题解决了.该处的0 + 和 
0_两个谱项 （D = 0) 对应于两个一维不可约 表示： 单位表示木和表 
示禹的基函数对所有旋转保持不变但对〜平面的反射变一 
符号. 0 = 1，2,…的双重简并谱项对应于各个二维表示，分别记 
作 ' 两个基函数在绕轴转 过炉 角后要乘以而在心 

面的反射中两苦相互变换.这些丧示的特征标为 


①力避免误解 ， 找们强调 指出， 此式中所用的不是欧勒角而是欧勒角以外的群 
元 素的另 一种参量化：变换视在&由较轴方向及绕此轴的转宂 P 所标忐 > J 以证明 t 采 
用达组参敷沄， (98. 2) 式应对 2(1-003^)^^ 积分，必是:转柚方向的立体角元. 
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E 2C(4) oo < 7 # 

a 1 i i i 
^ 11—1 

2 2oosk<p 0 


(98* 5) 


miy ^ c ^ c , 的不可约表示可从群 cl „ 的直接得到（对 
应于原子核相同的双原子分子的谱项分类). 

如果幻取半整数值，函数给出群 cl , 的不可约双值表 
示，它们对应于自旋为半整数的分子的谱 硕①. 


§99有限点群的双值表示 

自旋为半整数的态(因而总角动量为半整数)，对应于该系统 
对称点群的一个双值表示.这是旋量的一个普遍特性，因此对连 
续点群和有限点群都能成立.这就产生了寻求有限点群的不可约 
双值表 示的必要挂. 

前面讲过，双值表示实际上不是一个真正的群表示，特别是 
§94中所讲的公式对它们并不适用，那些公式中所讲的所有不可 
约表示[例如 （31. 17) 式中的所冇不可约表示的维数乎方和]只是 
指单值的其正表所. 

为了求得双值表示，最好采用以下的技巧 ( H . A . Bethe , 1929). 
我们 纯形式地在群中引人一个新元素（记作0)，它代表绕任意轴 
旋转 2 a 角但并不等于单位元 I 它的平方才等于氏0 =艮因 
此，绕《阶对称轴的旋转仏仅当连续施行次(而不是 n 次)后 
才能给出恒等 变换： 


①巧三维旋转群的结果不同，在这里可以适3挑选 O 的分数揸.不但可得单值和 
双值表示，而且还可有三值或疋多值的表示1 E 由子免动虽:是无限小旋转算符，它在物 
理上允许的本征值仍由上述三绾旋转群的表示所确定.四圮，二维旌转群（以及任—有 
限对称群）的三值(或更多值 >崁7芳从数学上讲来虽然是貲定的伹是没有扬理意义. 
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d Cl n =E, (99.1) 

反浈 ^ 菇一个与所存旋转都对易的元素，它应该和以前-样 
连续施行两次后等于反但是对一个平面的两次反射并不等于万 
而等于<?: 

a 2 = Q, a^ = E. (99.2) 

这是因为反射可以写成 ^ = 10 2 的形式.结果所得的一组元素组 
成 了某个 虚构的对称点群，它的阶数等于原来群的两倍. 我们把 
这种群称为双点群.实际点群的双值表示显然就是所对应双群的 
单值丧示，因此可用通常方法求出. 

双群的类数大于原来群(但不一定等于它的两倍). Q 元素和 
群中所有其它元素都是对易的①，因此 P 成一类.如果对称轴是 
双向轴，则双群中的元素以就和元素相共辄.因 
此，当有二阶轴存在时，元素的分类也要看这呰轴是不是双向軸 
(这一点在普通的点群中并不里要，因为 G 和逆旋转相等)+ 
举例讲来， T 群的二阶轴都是等价的而让都是双向轴，它的三 
阶轴都是等价的但都不是双向轴.因此双群 T 嘴中的24个元素 

分成以下七类：尾三个旋转 G 和三个所组成的一类，以 
及 4 C 3 , 4 Ch 4 C,Q t 四 个类 . 

—个双点群的不可约表示首先含有原点群的各个单値表示 
(此时的9和五都对应于单位矩阵），其次就是原点群的各双值表 
示，此时的元素0对应于一个负的单位矩阵.现在我们感兴埵的 
只是后一种 表东. 

双群 <^(^=1, 2，3，4，6> 和 S ! 与原群一样都是循环 


①对旋转和反演显然是对恩的，对干乎面反射，由于它能表成反演和旋转的乘 
积形式，因此也和对 B , 

@我们在普通点辟上 加一擻5代表双群. 
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舴 ®. 它们的不可约表示都是一维的，可以用§95的方法毫无困 
难地求出来. 

群（或者和它冏构的群 G ； P ) 的各个不可约表示可以应用 
与单群相同的方法求出.这些表示是由0〜彫式的函数给出的， 
史是绕《阶轴的转角， &可 取各半整数值(整数值对应于普通的单 
值表示），绕二阶水平轴旋转后这两个函数相互对调，旋转^后 
它们乘以 P 

双立方体群的农示比较不容易求出.群的24个元素被分 
成七类.因此典有七个不可约表示，共中的四个和群 T 的相向.其 
杂三个表示的维数平方和必_于12,由此可知它们都是二维的， 
由于 G 和属于同类，故柯 = 因此 

这三个表示中都冇 X ( C 2 )^ 0 . 其次，这三个表示中至少有一个是 
实表示，因为 M 忐示只能以共轭方式成对地出现.我们来考虑这 
个灾丧示，并且假定 C 3 元素的矩阵已经化成对角形式(设对角元 
素为 u 2 ). 由于 a = 仏故有= — 1,为了使 Pr ( C 3 ) = + 
十等于实数，必须令 〜: A = 6结果得/((? 3 )=1， 
X ( Gt )= a ^ at =- l t 由此我们找到了一个表示，比较它和群 
T 的两个一维复共轭衷示的直积，即可求出其它两个表示. 

应用同样的方法可以求出群的表示，我们不在这里细讲 
了.表8给出了上述各种双群表示的特 征标.只给 出了普通点群 
的双值表示.与 这挡双 群同构的砟爲有同样的表示. 

其它的点群或者和表中的点群同构或若等于这些群和群 
的直积，因此它们的表尕无需特殊计算. 

与通常表示的理由一样，两个炱共轭双值表示应从物理上看 
成一个维数加倍的不可约表示.即使是对特征标为实数的两个一 


① 5,= Ci , 丼中含有反演/，它们是阿 JA 耳群但不是循环群， 
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维双值表示，也应该配成一对.这是因为（见自旋为半整数 
的系统中复共轭的波函数是线性独立的.如果我们有一个实特征 


表 8 点群的双值表示 
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标的一维双值衷示①（由某个函数 0 所给出），那么0的复共轭函 
数步*也将按等价表示变换，尽管我们知道 P 和是线性独立 
的.另一方面，两个相互复共轭的波函数必属于同一能级，由此可 
见,物理应用中这个表示必须加倍. 

§97中关千寻求各种物理量/的矩阵元选择定则的方法，它 
的全部讨论对自旋为半整数的系统仍然成立，只是对能置而言的 
对角矩阵元有所例外，重复§ 97末的分析但用（60, 2) 和 （60. 3) 
式，我们发现，如果量/在时间反漬下是偶的或奇的，在求其选择 
定则时 f 我们必须采:浪示本身的反对称积和对称积 
这和§97中所讲的自旋为整数的系统的选择定则相反 

例 题 

—个原子处于具有立方对称性 O 的场中 ®， 求其能级（总角动量値给定 
为 J〕 分裂. 

解*角动 U 相同而 io 值不同的一组原子态波函数给出了 O 蚱的一 
个 2 J + 1 维可灼表示,它的特征标由 （9 S .3) 式给出.把这个忐示分解成不可 
约表示为整数时是革值的，/为半整数时尨双值的 ） t Gfinr 求出能纹分裂 
(见 S se ). 下面列举前几个 Wi 的不可灼分扯： 

^1 

E \ 

F x 
G 1 



①这样的表示可以为夼数的 G 群中找乳它的特征标为 = ( — 1户. 
③应用达呰定则时应该注苽 到， 对于双值表示，苽位表示不是在它的对称乘枳 
中而是在它的反对称乘积中.对二绾的双 til 式示讲來，反对称乘积彳正好 就是黾 
fi 表小 ■, 

③例如所讲的可以是指品格中原 - r -. ft 念本题中外场的对称群是否存在对你 
中心是无关紧要的,闼为皮函数的 His (性顶（③能级的字称）与角动无哭. 
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第 + 兰章多原子分子 

§100分子振动的分类 

群论应用于多原子分子，首先解决的是电子谱项的分类问题， 
也就是原子核位置给定后的能级分类问 M . 它们是按原子核位形 
的对称点群的不可约表示分类的.但是我们必须强调一个明显的 
事实，这样求得的分类结果是对一定的原子核位形而言的，因为原 
子轉移位后这样的位形对称性就要遵到破坏.我们通常所讲的位 
形都是 指原了 ■核处于平衡位置时的位形.这种情形下泶出的分赉 
结果即使当原孑核发生小振动时仍继续具有一定的意义，但当振 
动不能苒认为很小时，当然就失去意义. 

这个问题在双原子分子中并不出现，因为它在原子核的任意 
位移下仍能保持它的轴对称性.对于三原子分子也发生类似的怙 
形.它的三个原子核总是处于一平面内，这个面就是该分子的一 
个对称面.闽此三原子分子的电子谐项永远能用这个平面进行分 
类(波函数对这个平面的反射为对称或反对称）. 

对千多原子分子的基态电子谱项，存在着一个经验规则，根据 
这个规则绝大多数分子的基态电子波函数是全对称的（对于双原 
子分子，这个规则已经在§78中提及）.换句话说，这个波函数对 
分子对称群的所有元素郡保持不变，也就是说，它属于该群的不可 
约单位表示. 

群论的方法对分子振动的研究特别有用 （ E . p * Signer , 
1930). 在对这个何题进行量子力学研究之前，必须先作分子振动 
的纯经典研究， 这种純 经典研究把分子看作是由许多相互作用粒 
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子(原子核)所组成的一个经典系统. 

根据经典力学（见《力学> § 23, § 24)，粒子数为 W 的一个系统 
(这些粒子不往一直线上）具有3#—6个振动自由度.在 3 iV 个总 
自由度中，有整个系统的三个平动自由度和整个系统的三个转动 
白由度①.作小振动的多粒子系统的能量表式可以 写成： 

饥 j ^ ( loo , l ) 

i . t i 

式中的 m ,,, k ti 是一件常系数， Wi 是粒子离开平衡位置的位移矢 
量分量(下标 i , * 既标志粒子也标志矢量分量）.把 A 进行适当的 
线性变换以后,我们可以在 (100. 1) 式中消去整个系统的平动和转 
动坐标，并且可以选取这样的振动坐标系，使得 (100.1) 式中的苘 



能表式中的所有系姣都等子1，结果就得以下形式的振动 能量： 

五 =‘ Z ； d + 去( 100 . 2 ) 

i fU a £ 

振动坐标称为简正坐标;是相应的独立振动的频串.荇 
可能发生几个简正坐标对应于同一个频率的情形（称为多重频 
率).简正坐标的下标《相当于不同频率的编号数，下标 i { i-h 
2,… fj 则为属于同一频率的各种不同坐标编号数 (/ tf 称为该频串 

的多重度）. 

(100. 2) 式的分子能必须对对称变换保持不变.这意味着 
简正坐标组仏;，2,〜九（ a 为绐定)在分子对称点群的任一交 


换下相互变换，并使平方和保持不变.换句话说，属于同一 

i 


振动频率的一组简正坐标给出了分子对称群的一个不可约表示， 
该频率的多重度就是这个表示的维数.这个表示的不可约性，与 


①如果所有粒子都在一苴线上，梪动 ㈢ 山度数就等彳^^一5(这种情形下只能 
有两个转动自由度，囚为线型分子的绕轴 Ci 转足设 打尨义 的）， 
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§ 96 中对薛定谔方程之解所作的论证相同.两个不等价的不可约 
表示能够具有相同的频率，这是极为偶然的例外.需要保留的例 
外仍然是特征标为相互复共轭的两个不可约表示.由于简正坐标 
的物理实质，它们只能是实量，因此两个相互复典轭的表示从物理 
上讲应该对应于同一本征频率而具有两倍的多重度. 

根据以上这些考虑，我们可以不必具体求解简正坐标这个炱 
杂问题，就有可能对分子的各种本征振动进行分类.为此，必须首 
先求出（根据下面描述的方法)所有振动坐标合在一起所给出的表 
示，我们把它称为总振动表示.这个表示是可约的，把它分解成为 
不可约部分后即可求得各本征频串的多重度以及各相应振动的对 
称性质.间一个不可约表示有可能在这个总表示中出现若干次, 
这就表明存在着若千个不同的频率但具有相同的多重度和相同的 
振动对称性. 

我们从卞列事实出发寻求这个总表示.群表示的特征标对基 
函数的线性变换是不变的.因此我们可以不用简正坐标为基函数 
来计算特征榇，而用原子梭离开平衡位置的位移矢量分量 A 作为 
基函数來计算这个总表示的恃征标. 

当我们计算点群中某一元素的特征标时，只需考虑在 C ? 的 
变换下保持不动(更确切地说，保持扣平衡位置不动）的那些原子 
核.因为在的旋转或反射下，如果原子核1变到了相同原子核 
2 原先所在的位置，这就意味费 G 的操作使核1的位移变成了核 
2的位移.换句话说， A t 矩阵的第 i 行（对应于该原子梭的位移 
中就不存在对角矩阵元.另一方面，在 G 的操作下，乎衡位置 
保持不变的那些原子核的位移矢量分量只能变换成为它们自身的 
组合，因此可以把它们和其佘原子核的位移矢量区分开来考虑. 

我们先考虑转角为 P 的绕某一对称轴的旋转 CM . 设 
h 是某原子梭的位移矢量分量，这个原子椟的平衙位置正好在 
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对称轴上，因而不受旋转 c(<p) 的影响 . 这些分量，和任一普通矣 
量(极矢量)的分量一样,在转动下是按以下公式变换的 U 轴为对 
称轴)： 

Wj = --Wjsin tp i- W tf C03 5?, 

< = w 3 . 

它的特征标，也就是变换矩阵的对角项之和，等于如 
果在这个对称轴上共有个原子核，总特征标就等于 

JV C (1 -f-2co3^) , (100.3) 

但是这个特钲榇是对应于所有 3 JV 个位移^的变换，因此必须从 
中分离出整个分子的平动和转动（小转动)变换.平动变换是由分 
子质心的位移矢量 U 确定的，它的特征标因此是 .1 H '2 co 3 p . 整个 
分子的转动是由转角矢呈®况 i 确定的 . 矢量 <551是一个轴矢但 
是对坐标系的旋转而言，轴矢量和极矢量是一样的.因此矢量 
所对应的特征标也是 l + 2 c 0 S ? >. 总计起來， （100. 3) 式中必须减 
去 2 (l + 2 co Sj p ). 因此在总振动表示屮旋转 CO ) 的特征标 Z ( C ) 
等于 

X(C) (iV c —2)(l + 2cos<p). (100.0 

单位元素的特征标显然等于总的振动自 由度： x ( E ) — e (可 
从？^ = # ，史 = 0的 （100. 4) 式求出）. 

应用同样的方法，我们可以算出旋转-反射变换 ( 绕=轴 
转史角苒对叼平面反射一次）的特征标.此时每一矢量按下列公 
式变换： 

tf^ = « 7 cosip -|-sin 

①大家知道，无限小转用可以看作一 个矢: &这个矢 S 的绝对值等于转角, 
它的方向沿者按右手媒旋法则规定的转轴方向.这惮定义的况2显然是一个轴矢 B :, 
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它所对应的特征标为 （一] \ 2cos < p ), 闪此在 3 iV 个位移％所给 
出的丧示中，它的特征标力 

N 3 ( — l^-2cosfp) r ( 100 - 6) 

N s 是在操作 S (< p ) 下保持不动的原子核数，这个数显然只能等于 
0或 i . 质心的位移矢显 U 对应子特征标 一 1十 2 C d S < p . 矢显扣 
是一个轴矢量，它对坐标系的反演保持不变.另一 方面， 旋转-反 
射变换 3(90 可表成 

S ( 9 ) =^(<p) = -<7(jr -| ^)/ 

亦即旋转 a 十 P 角后再来一次反演.所以对 矢量卻 讲乘，及(?0 
的特钲标等于 CO + 幻的特征転，也就是等于 1+2 cos 0 t \ < p ) = 
l — 2cosfp a 因为 （ 一 l +2 co &( p } M-(l — 2 co 9< p ) = ^? 所以 （1 ⑽ ，5) 

式就是总表示巾旋转-反射变换 S (< p ) 的特征标 JfOS ): 

X(JS) = ： .Y 5 (-1 r 2cos(p) (100. 6) 

特殊情形下，对平面反射的特征标 ( W 二 0) 为； f ( cr ) = iV tfT 反浪的特 

征标(免=江）为 /⑴ = — 37 Vj . 

这样求出了总振动丧示的持 征标/ 以后，就只需把它分解成 
为不可约表示，应用 （94. 16) 式以及§ 9 5 中所给的特征耘表就能 

办到（见本节例题). 

线型分子的振动分类不需要应用群论.总的振动自由度是 
3N - 5 t 共中必须把两类振动民分开来，一类是诸原子保持在一 
直线上，另一类则不属于这种情况 ®. Y 个粒子在同一直线上运 
动时的自由度等于5，其中的一个相当于整个分子的平动自由 
度.因此诸原子保持在一直线上振动的简正坐标数等于 A — I - 


①如果泫分子对称于轴线的中点，还会 m 现另一种振动抟点，见本节题^ 
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一般讲来，它和 JVT —1 个不同的本征频率相对应.其余的 （3 JV — 5) 
一一 —4个简正坐标，相当于破坏分子共线的各种振 

动，它们与 N - 2 个不同的双重简并频率相对应①（每一个频率有 
两个简正坐标，分别在两个正交平面中作同样的振动). 

习 题 

1* 试求 NH 3 分子 （一个等边三 角锥，原子 N 在 m 点， 三个 H 原子在底 
角，见图 41) 简正振动的分类. 


JV 



解这个分子的对称点群为绕三阶軸旋转只有一个质子 ( N > 不动， 
对 W 反射有两个蓆子不动 ( N 和一个 H )* 根据 （100 d ). (10 G . C ) 式求得总 
表示的特征 标为： 

E 2C^ 

^ 5 2 

把这个表示分解为不可约部份，结果发现含有两个山表示和两个 E 表示.因 
此有两个无茼并的频率对应于两个决型的振动，保持着该分子的仝部对餘 
性（称为完全对称的振动），还有两个双重简并的颊串，它们的苘正坐标按万表 
示变换. 

2. 同題1 为 H 0 分子（图 

解对称群为 C a 变换便 O 原子保持不动， A 变换时（对分子平面 
的反射)三个原子都不动，反財时只冇 O 焯子不动.总振动表示的特征 
标为： 

c t < y v 

3 13 1 


① 应用 Cw 群不可约表示 的记号（见 S 郎)， 我们可以说 s 有 N -1 个捩动是山型 
的，有 N — 2 个振动是型的， 
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為 


4 







这个表示可分解成2忠 .1^ 不可约表示，也就是说，存在着两个全对称振动 
和一个对秣性为志示的振动，所有的颊率都是无简并的.图42中画出了 
三个相应的简正振动， 



0 43 
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3. 同题] MU 分了为 CHCU 图 43 a )- 

解 分爷对称群为 C Sv . 用间一方法我们求得三个冯型的仝对称振动 
和三个五型的双 ffl 贷并报 动. 

]■ 同题〗，但分子为 CHJC 原子处于四 面体的 中心，四个 H 原子在顶 
角，图 d >). 

解 分了对称群为振动为1山，1凡 2 F t . 

5. 间题]，但分子为 QH〆 图 Uc ) + 

解 分子对称群为.振动 为： 

2/1 1?1 1 /l 2 j n 1 ！ 五 Sr 

1 五 [f ， 3 五 lu ， 4 瓦 2g* 2 五 2u ， 

e . 同题1，但分子为 OsF e ( Os 原子在立方体的中心 T _ F 原子在顶角上， 
图 43 d ). 

解 分子对称群为 o A . 振 动为： 

U … I 』。， lEf' 1-E^u^ 2-P Juj 2 2.7 ? 

7 -同题1，佢为 UF C 4> T(U 姐了处丁八间体巾心 t FJ ^: 子在顶 角上， 
闹 430. 

解 分了对称群为 CV 振动为： 

1‘4 1 f : ]五 ? ， S 1 尸 z ，_ 

8,同题1，怛分子为 C 2 H fi (阌 43 f )- 
解 分子对称群为振 动为： 

3 j 4 j f , 1 ^Lun , 3 私 j ， 

9 - 同题]，但分-了为 QHJ 图 4:! g ; 所存原 子在同 一平面内). 

解分子对称群为 D 2 a . 扳 动为： 

3 i 4 ltf: 1 ^4 1 ^ iu > 1 B ? f ? 2 B 2m * 

(所取的啦杞轴 E 该图）. 

io . M 题丨，但为一线 ㉝ 分子，由 - V 个原子所组成并 ii 对称子它的中占. 
解 除 了本节 所讲的线型分子的振动分类外，还耑要考虑对屮点反演的 

性质.冇作者两种不同的情况，耍； fiJV 是惘数还足夼数. 

如果#是偶数 CY =2 p )， 该分+的屮点处就不存在原子+给出了该分子 

半截；> 个原子沿軸线的独立位移话，可令艽佘的 J ) 个原子異有与前者相等和 
相反的位移， U 果就冇: p 个振动使诘原^保持在轲线上并且对称丁它的屮 
点，共余的 （2 j )—1) — — 1个共线振动对屮点则足反对称的.此外,屮个 
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放 -f i 〈处于同一直线】:的运动 ft 由度力2广我们今对称置放的原子具有相 
匁和相反的位移，就辟到 2 於个对称的拟动，彳日.在芄中必须扣掉相当 r 分+转 
动的两个灼由度.因此北苻多-1个双茧简并的频率使得原子离轴振动井且 
对称于它的中点，其余 （2 p 〜 2) - ( j }- l )^ p-l 个双重简并频率相当于对中 
点反对称的振动.应用不可约衣不的名称（见5犯末段），我们可以 
说， a , 型的振动有$个，型的振动各饤 jp -1 个， 

如米 AT 是奇数 （ A T =2 p + l )， 技过英似的分析可以证明， 2 IU1 E ltt m 
的振动各存 p 个而芯 l7 mmthv ^ n : p -] 个. 


§ 101振动能级 

1 

从说子力学的观点宥來，分子的振动能景由下列哈密帧量的 
本征值所 确定： 

和 =+ si ^. +去2>走虹，（ 101 - ” 

a i — 1 a t =■ 1 


式中的 it 二一 —是简正坐标 Gw 所对应的动量算符.由于 

这个哈密顿鼠可以分解成独立项（巧 H-Wfe) 之和，它的能级就 
可以表成下列求 和式： 


㈣ = 



( 101 , 2 ) 


式中的 ％ = 尨是频率叫的多重度.它的波函数等于相应 

i 

线性谐振子波阴数的 乘积： 

矽=11化， （101.3) 

a 

么 = 常数 x exp( - ~c(_c a Q ai ). (101. 4) 


代表 W 阶厄密多项式，如果队中存在着多重鲼 
串，振动能级一般讲来是简并的 .（101. 2) 式中的能量仅依赖干求 
和…=因此能级简并度等于川凑成一组给定〜的拚 

I 
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凑方式数.对于单个 I 讲来，拚凑方式数为® 

/.— 1) [ 
v a i 〔九一 i)r 


因此总简并 度为: 


n (W， ; frT— 1) 1 

vremi 、 

0 


(101, 5) 


对于双重简并的频率，这个乘积中的因子等于心+1,三重简并频 


率的因子则为 f 


(〜十 m 卜 2), 


必须指出的是，以上的简并度仅仅对纯粹的谐振动才成立.当 
我们在哈密顿量中考虑了简正坐标的更高次幂（非谐振动）以后, 
这个简并会被解除，即使不是完全的解除(进一步讨论见§ 104 )- 
属千同一简并振动谱项的一组(扣1_ 3) 式的波函数，给出了分 
子对称群的某个表示(这个表示一般是可约的）.但是，属于不同 
颊率的函数组是相互独立变换的.因此由 （101. 3) 式的所有波函 
数给出的一个表示，等于由 （101. 4 )式的函数组所给出的各个表示 


的直积，所以我们只要研究后一种表示就可以了. 

(101.4) 式中的指数因子对所有的对称变换保持不变.在厄 
密多项式中，只有幂次相同的项能够进行相互变换(对称变换显然 
不会改变每项的幂次).另一方面，每一厄密多项式完全由它的最 


髙次项所决定，即可写作 


(<； 此 ,） =常数％ 1 % 2 …收:_ +低次项， 

(* 1 

因此我们只要考虑最髙次项就可以了. 


具有 相同〜 值的各个函数属于同—谱项.因此把〜 


①等于^个球放到个 S 子中的罝放方式数_ 
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个扣乘起来，它们的各种乘积可以给出一个表示，这个表示就 
是以为基的不可约表示的 h 次对称乘积（见§ 94〕 （ L . Tisza , 


1933). 

对于一维表示，它的〃次对称乘积的特征标显然是 ® 


对二维和三维表示讲来，最好应用以下的数学技巧, ® 不可约表示 


各个基函数的平方和对所有的对称变换保持不变.因此可以把这 


组基函数形式地看作是一个二维或三维矢量的各个分量，并把对 
称变换看作是作用在这个矢量上的某种旋转(或反射).需要强调 
的是，这样的旋转和反射不能和实际的对称变換混为一谈，它们 
(对于每一个给定的群元素 g ) 还依赖子所考虑的表示. 

我们进一步考虑二维表示.设 Z ( G ) 力所给二维表示中某一 
群元素的特征标，且有％ (0)^0. —个二维矢量在平面中旋转少 
角后，它的 AY 分量的变换矩阵的对角矩阵元之和等于 2 C0S 9- 


如令 


2cosfl? = X ((?)， 


( 101 . 6 ) 


我们就可以求出这个不可约表示中元素 G 形式上所对应的转角9>, 
这个表示自身的 V 次对称乘幂，是由 《 + 1 个基函数心3^>，__ 
扩给出的+这个 V 次对称乘幂表示的特征标为® 


X V (G) ^ sin(y+1)9J - (10L 7) 

sin <p 

； f ( G )=0 的情形需要特殊的考虑，因为零特征标旣可能是旋转 
W 2 角也可能是反射.如果 = — 2 ，则为旋转 Jt / 2 角，而 


① 我们采用 X〆 ⑴记 号代#不力便的 [ p ]( g ). 

② 这个办法是由人 • C . Ko > imne ; 叫 （1940) 采用的- 

® 计算 KG ) 时最好采用下列形式的基函数： 

(x \ iy} v ^ (a?4 iyV* Kx — iy}' ，■■ (x — i 眘) •， 

此时的旋转变换矩阵是对角的，对角元素之和为： 
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忍⑹ 为: 




( 101 . 8 > 


如果 Z(G a ) = 2, 则 Z(G) 必须看作反射(即 hx ， y —— y 的变换) 
的特征耘，此时 


>: ， {G ) = 



(10L 9> 


同法可得三维衷示对称乘幂的特征标公式.所给表示中群元 
素所对应的那种形式上的旋转或反射，很易利用表 U§ 95) 求出, 
这神形式上的变换，就是坐标系按所给表示变换的那个同构群中 
与所垮 X 沿)值相对应的那个变换.例如对于 O 群和7%群的& 
表示 t 我们应取 O 群的 变换; 但对于这两个群的 F 2 表示，我们应 
取群的变换.它们的特征标 ZJG) 我们不在这里推导 


§102分子对称位形的稳定性 


当原子核具有对称位形时，如果对称群具.有一个或一个以上 
的维数大于1的不可约表示，则分子的一个电子谱项有可能是简 
并的.我们要问，这样的对称位形是不是该分子的一个稳定平衡 
位形.我们完全不考虑自旋的影响(如果它存在的话），因为这种 
影响在多原子分子中通常可以略去不计.我们要讲的电子谱项简 
并性因此和自旋无关，仅仅是轨道简并性. 

如果所给位形是稳定的，怍为核距函数的分子能量在所给位 
形下必是一极小値.这就意味着，原子核小位移时，能量的改变式 
中不能含有这种位移的线性项. 

设 A 为该分子屯子态的哈密顿算符> 原子核的间距是它的一 
些参量.当原子核夙 +冇所给的对称位形时， 我们把 这个哈密顿算 
符记作 岈以取简正振动坐标作为确定原子核小位移的备 
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个 M . 把力展成的幂级数后可 得： 

fi 反+…， (102*1) 

a - t 3 ,丨， i,k 

F , 爪…等等展开系数只是电子坐标的函数.在对称变换下， a . 
诸量变为相互间的组合，此时（102*1)式中的各个和变成同一类型 
的另一些和.因此我们可以把对称变换形式地看作不变时这 
些和中的系数的变换.特别是系数 ( a 值为给定的…组系数） 
将和坐标 Q ai —样桉对称群的冏一衷示赍换.这是因为哈密帧 ff : 
对所冇的对称变换保持不变，它的 M 甙中的甸一个齐次项包括线 
性项在内也将对所有的对称变换保持不变 

我们来考虑某个简并的(在对称位形下)电子谱项 A . 原子 
核的位移破杯了分子的对称性， 一 般讲來它会引起谱项的分裂.近 
似到梭位移的线性项为止，谱项的分裂值由展开式 （10 H ) 中线性 
项的矩阵元所组成的一个久期方程所确定，这种矩阵元为 

\v P V ai i^dq f ( 102 - 2 ) 

ff- 1 J 

式中的 Vv t 足属于所考虑简井谱项的电子态波函数（已选为实 
函数) • 对称位形的稳定性要求与 G 成正比的分裂值等于零，也就 
是要求这个久期方程所有的根全都等于零，这就意味着匕。矩阵 
本身必须等于零.当然，我们只应泫考虑破坏分子对称性的那些 
简正振动，也就是说应垓把全对祢振动(对应于群的单位表示)事 
先除去. 

由于是任意的，所以若 （102.2) 式的矩阵元等于零则只能 
是以下的所祁枳分等 于霉： 


①严格讲來，应按的复共轭表示宠换，但是芷如我们已经指出的，如 
果这两个复共轭去4件不相间，那么从物理上讲来应该把它们合在一起看成一个维数 
加信的灰所以以上的戶明并不里要. 

* 129 * 



九卸. (102. 3) 

令为电子波函数 t 借以变换的不可约表示，为 r si 借 
以变换的不可约表示；我们已经讲过，表示就是简正坐标 
借以变换的那个表示.根据§97中的结论，如果 [ D <#] xZ ? a 中 
含有单位丧示也就是 [/> < s 中含有/^，则 （102-3) 式的积分不等 
于零.反之则所有的积分都等于零. 

由此可见，如果表示[以〜 2 ]中不含有标志分子振动的任何一 
个不可约表示 〈单位 表示除外），所给的对称位形就是稳定的. 
对于无简并的电子态讲来，这个条件总能得到满足，因为一维表示 
自身的对称乘幂是一个单位表示. 

举 CH 4 型的分子为例，其中的一个原子 （ C ) 处于中心，另四个 
原子 ( H ) 处于四面体的四个顶角上.这样的位形具有 T d 对称性. 
简并电子谱项相当于这个群中的見 A ， A 表示.该分子具有一 
个山型简正振动 (全 对称振动)，一个五型双重简并振动和 两个仏 
型三重简并振动（见§100,题 4). E , F , F 2 自身的对称乘积为 

[五 2 ]=禹十忍，[巧]二 [ f !]= 牵 + m 2 . 

我们看到，每个中至少含有一个 五或巧 表示，因此对简并电子态 
讲来所考虑的四面体位形是不稳定的. 

这个结论构成一个普遍规律，称 为杨特 勒定理 ( H . A . Jahn ， 
E . Teller , 1937)； 当存在简并电子态时，原子核的任何对称位形 
(共线时除外)都是不稳定的+由于这种不稳定性，原子核以破坏 
这种对称位形的方式运动，谱项的简并性就完全解除.我们可以 
这样说，一个对称(非共线的）分子的电子基项只能是非简并的.① 
刚才讲过线型分子是一个例外.这一点不用群论也易证明. 

①由于对猝性相 R 而使简并屯子态中的对称性通受破坏这一物理概念是 A 朗 
遏 (1934) 提出的.杨和特勒考虑了分子中所有可能的各种原子核对称位形并用以上 
方法遂个加以考赛后证明了这个定理. 
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原子核的离轴位移是具冇4和//分量的一个普通矢量(〖轴沿分 
子轴 L 我们在§87中 看到， 这种矢量的矩阵元中只有角动量的 
轴分量 d 值改变1的那些跃迁矩阵元才不等于零.另一方面，线 
型分子简并谱项的两个态分別具有角动量轴分量培 d 和 一 d 
这两个态间的跃迁至少要使 d 的改变值等干2,因此矩 
阵元总是等于零.由此可见，分子中原子核的共线位柩有可能是 
稳定的，即使电子态为简并. 

对定理的一个建设性的普遍证明出于以下的考虑 (E. Ruch, 
1957). 由于原子梭的位形对称性而导致的电子态的简并，仅当分 
子的对称点群中至少出现一个阶数 n > 2 的旋转 ( C n ) 轴或旋转- 
反射 W B ) 轴吋才布此可能.此时和互简并态的波函数（即表示 
办〜的那些基函数）中至少有一个波函数的电子密度 = 
，对该轴不是旋转不变的，电子的电场将和电子密度一祥对该轴 
也不对称.在一个（非共线)分子中，存在着一些不在轴上的等价 
梭，在或札旋转下相互易位.因此从电场看来这些等价核所 
处的位置是不等价的.但是电场内一组带电粒子的各个平衡位置 
的等价性并不需要电场本身的对称性，这样的事是不可能的，除非 
是巧合. 

对定理的系统证明不过是上述物理情况的一种数学具体化. 
让我们来指出这个证明的结构 (E. Ruch f A. schonhofer, 1965). 

我们来考虑(非线型分子中）某个梭 A 它不在分子的“心 P 上 
(即不在群中对称变换的固定点上)；也不在对称主轴上，如果有这 
样的主轴的话①.设 H 为保持核》不动的所有分子对称变换的集 
合， H 是分子总对称群 G 的一个子群，它可能是 Ch C s ， C „， C ntf 
谙点群之一.在 G 中而不在 H 屮的那些变换把核 a 变到其它等 

① 所谓 i 轴足指（立方体群和二十面体群以外的对称群屮）的 C _或 & 
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价核…的位 S 上去.设 s 为这组等价核的数目，子群 H 的 
阶显然绰千 ff/L ?是整群 G 的阶（即 s 为子群 H 在群 G 中的 
指数) ®. 

s 的数目至少是 3. 因为维数大于1的不可约表示的存 
仵，至少要有一个阶数商子2的对称轴（已经讲过)，根据所述条 
件，核 a 不在这个主轴上. 

群 G 的表示〜对1对称性较低的群 H 而言一般是可约 
的.我们假定它分解成为 H 的:不可约表尕时含存一个维数为1 
的表示 W eI > . 它是由一个电子波函数 々给 出的， A 是 U el) 表示的 
基函数之一.由于心〜的维数为 h P = W 对 H 中的所布变换保 
持不变，也就是给出了该群的一个单位不可约表示. 、 

H 的这种单位表示也可以用原子 a 的位移之一 A 为基矢得 
到，这个位移沿着从分子中心到核《的径欠. 

对这个位移施行 G 中的所有操作后，得到群 G 的一个表 
示(一般为可约）的墓组.由于在 G 中而不在 H 中的每个变换把 
位移^变换到其它 hi 个等价梭…，中的一个位移上，而 
不同核的位移当然是线性独立的，所以的维数为 8. 枸成 
基组的位移 a , <?，，…肯定地不能对应于整个分子的移动或转 
动： 如果有三个或更多个等价核的话，它们的径向位移不能组合成 
为分子的这些位移. 

同理，对函数 = 施行所杯变换后可得群 G 的一个表示 
D p - 的维数可能是 s 也可能小干&因为我们没冇理由假定 s 
个函数…都勉线性独立的.但是我们可以说，如采 


CD 群 G 的所 Yf 元# _ V 以分成5个陪//, <? «, G …，其中 tr w f …是把 
变涣到…的元桌. 
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表示 h 不冏于 D c ， 那么它一定整个池包含在 内 ©. 此外 ，它 
一定不是单位表示 t 冈为 f 对整群 G 而言肯定不是不 变的； 只有 
维数超过1的不可约表示以〜的基函数的平方和才是不变的 . 

表尕 D g 和 D , 的这些性质立刻能给出所需的 结论： 是总振 
动表示的…部分，％是勹表示的一部分，不含单位表示 . 仏 
中包含，这就说明了中至少含有一个非单位振动表示 
D ai 这正是我们要证明的. 

上述论证中，我们假定了 分解成为子群 if 的不可约表示 
时含有一个维数为1的表不\这个假定在绝大多数情况下是正确 
的. 例虮当 C 2 f C Zv 时肯定是正确的（因为这些群的 
所有不可约尜示的维数为 1). 当 G sf Mk >2 时也肯定 
是正确的，只要的维数为奇数（因为和群只有维数为 
1或 2 的不可约表示).考察点群不 "I 约表示的特征标表以后，可 
以看到一个例外，这就是立方体群 G = 0, T d> O h 的二维表示相对 
于子群 h = c 4 ,cv 

让我们取 0 =0 和这个特例，它只影响到表示的名 
称.两个电子波函数…，心给出 O 群的表示以及子群 
= J &去乳由乘积设？，…心给:出的后一表示为 
m = A \- E , 以核 a 的任一位移矢量的三个分景力基，可得 
同样的 G 表示.在 这种情 形下， O 的认表示为 [ OM > 2 ]= 禹+瓦 
不含对应子整个分子移动或转动 矢量的 h 衷示，它同时含有单位 
衣示和 一个祁 单位表示.山于 A 包含茌(理由如前)£> 〆 维数为 


Q) 这个论断的含义如下 . 设沪群 // 的一个表示（维 & 为 J) 是由几套不 R 的基 
铒函数给出的，并设对 艽屮 的一 g 施彳 i G 中的所有变换后给出 G 的一个 J 维表示 , 
* 是子 群打花 C 中的指数 . 那么我们就可以这 # 说，对任何其它一套基组旛行同样 
的变换后所得的一个 G 群丧示，或者和前一个表帝相同或者完全包含在前一个友 3 
内，严格证明见 [■ Ruch 和 A t Sc honhofcr, Thcoretica Chimica Acta 3 t 291, 
19Go- 
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3 s ) 内，这就证明了这些情况下分子也是不稳定的 ®. 

与本耷之初所作的声明相一致，以上的全部讨论中我们把电 
子态的简并性完全归结为纯轨道的来源.但可指出，即使计及自 
旋-轨道作用和自旋-自旋作用，杨-特勒定理仍能成立，唯一这别 
是，在自旋为半整数的（非线型)分子中克喇末双重简并不会导致 
不稳定性，这和§ 60中证明的普遍定理相一致.后者对应于双点 
群的二维双值不可约表示.这种惰形下所以没有不稳定性，可以 
从以下纯形式的论证中看出.在为双值表示的情形下> 求 
(10 2 _3) 矩阵元 的选择定则时，我们必须考虑反对称乘积 
而不是对称乘积(见§99)，但对 维数为 2的每个双值不可约表示 
讲来,反对称乘积均为单位表示，这就是说，这些乘积中肯定不含 
与分子的任何非全对称振动相对应的那些表示. 


§ 103陀蠼转动的 ft 子化 

在多原子分子转动能级的研究中，注往由于在研究转动时必 
须同时研究振动而遇到了困难.作为初步例子，让我们把转动的 
分子看作一个刚体（一个 陀蠼) ，亦即具有"刚性联结”的原子. 

令 A 1 C 为一坐标系，它的三个坐标轴沿着陀缧的三个转动 
愤量主轴并随陀螺一起转动，把经典能量表式中的转动角动量分 
量入，人改成相应的算符以后 T 即得相应的哈密 顿量： 

(103.1) 

式中的込，是陀螺的三个主转动惯量. 

旋转坐标系中角动量分畺算符间的对易关系不是那 
么明显的，因为角动量分量人，乂, 4间的通常对易关系式是在定 


①还有一个例外足二十 itu 体群的4维农示.作类似 的此理 后得到同样的结论. 
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坐标系中推导出来的.伹是，它们很易用以下公式求出 

(l*a) (i-b) — (J-b)(J*a) = -iJ* (axb), (103+2) 

式中 a , b 是标志该刚体的两个任 盘对易 矢迓.把上式左边写在 
屯定坐标 系中， 应用角动量分量间以及它们和任一矢量的分 
量间的普通对易法则，很易验证以上等式是成立的. 

现在设 a 和 b 是沿 S 和 q 轴的单位矢量.则 uxb 是沿（轴 
的单位矢显，由 （103. 2) 给出 

h 一 ^^ it ( 103 . 3 ) 

同法可得另外两个对易式.于是旋转坐标系中角动量分量算符的 
对易式与定坐标系中的区别仅在于式右差了一个符号①.由此可 
知，根据以前的对易式求得的本征值以及矩阵元等等公式只要一 
律改成它们的复共轭式，就能对八 ，心 适用.特别是乃的本 
征值(本节中记作 t 而八 的本征值记作 M ) 的取值为 二一 A 
…， + A / 是一个整数，即陀蜞角动量的值. 

球型陀螺 


现砟来求转动陀螺的能量本征值，最简单的情形是刚体的三 


个主转动惯量全都相等 G = L 二夂当分子的对称群是一个 

立方体点群的时候就属子这种情形.（1的. 1) 式的哈密顿量呈下 

列形式 卜 

H = A 2 J £ /2/, 


其本征值为 




(103. 4) 


共中每个能级具有角动量相对于刚体本身的个方向简并 


①这个萌劣去明，从所作用的陀嶸波数看来4，？以坐标系的转动等价于 
S 坐标系的反转动. 
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性（即人 = 々有 2/十1 个值）①. 

对称陀螺 

当陀螺的主转动惯量只布两个相等时，即 C 时，也 
不难益出其能级.具有二阶以上对称轴的一个分子就属于这种情 
形.哈密顿量（10 3 .1)免下列 形式： 

p />2 ^ *2 ^ 



由此可见，具有确定的值的态所具冇的能量为 

E = (J + l) ^ —^"'..) 办 2 ， (103. 6) 

此式给出了对称陀螺的能级. 

球喂陀螺中出现的对 fc 值的简并在这里得到了部分的解除. 
只有符号相反的两个&值具為相同的能量，这与角动量沿陀螺轴 
的两个相反力向相对砬.因此对称陀螺的能 级仏关 0) 都是双重简 
并的. 

阖此对称陀螺的定态要用三个量了-数来描述：角动量 J 及其 
沿陀螺轴的分量 d 「幻以及沿觉定的2轴的分量 (4=1); 
陀螺的能置与最后一个最子数无关.角动董及其沿空间固定轴的 
分量，以及沿刚性眹结于一个物理系统上的轴分量®，三者之间所 
以能同 时测： a 是由于算符 > 和入不 但能相互对易而且还和算符 
J * n 对易， n 是沿《轴的单位矢量.这一点可通过直接计算 

加以证明， m 也能事先 知道： 角动量算符足一个无限小转动算符， 


① 今后我们不管角动 a 沿定坐标轴的 sj + i 重方向简并性，这种简并总是存 
在的,但在物理上并不重要.如果把它包栝在内，一个球型陀螺的能级总简井度为 
以 +m 

② 不要和沿两个空间固定轴的分钍貼渚起来（这两个分： a 不能 r 时测 
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而固定于盹螺上的两个矢量的标积对坐标轴的任意转动是 
不变的. 

求对称陀螺的定态波函数于是就变成了求 i 2 、 尤和 A 算符的 

共同本従函数.这在数学上又和角动量本征函数在有限转动下的 

变换规律有关.改变量子数的记号以后， （58. 7) 式的规律可写成 

^ = y )^,. (103. 7) 

我们取为用定坐标 H 2描述的陀螺状态陂函数，为用 
附着在陀螺上的巫标轴 cm 述的状态波函数.在和物理系统 
(例如陀螺)刚性连结的坐标系中 ，心 * 具有与系统的空间方向无 
关的定值屺 r . (103. 7) 式给 出了^ ^对角度的依赖关系.设 
| JM >态还具有确定的沿 （轴的 角动量分量值 A . 这意味着只有 
具 柯这个&值的 的{ 5 才不等于零，于是 （103, 7) 的求和式中只剩下 
一项 


= V 1 ( a ? Pi v), 

上式给出了状态波函数 I 幻和欧勒角的关系，这些欧勒角 
定义了陀螺转轴和固定轴的关系.采用下列波函数归一化 条件: 

1 1 \ 2 sinfidad0dy = ij 

我们有 

y) f (103.8) 

式中的相因-了•是这样选定的，使得 fc =0 时 (103. 8) 式的函数变成 
总角动量为 J 、 分量为见的自由（不附着于 C 轴）角动量本征函数, 
亦即通常的（球谐）函数；参考 （5 S . 25) 式①. 


①不用有限抟动理沦直搂推导（103 + 幻式见翅1，用 （103. 8) 式的胺 函数汁 算各 
种最的矩阵元见§ ItO 和§ 与双原孑分子(无旋）相应公式的差别仅在于鬼子数 
的名称(见 S 82第二个附注〉. 


非对称陀蠼 

B ' j * f 能级的一般表式无法算出.角动量相对千陀 
螺方向的简并现在完全被解除，对祛个给定的 J 值有 2 ^十1个无 
简并的能级. U 算这些能级时，我们要从矩阵形式的薛定谔方程 
出发 （ O . Klein , 1929). 做法如下. 

J 以及角动量 C 分置具有定值的陀螺状态波函数就是上 
面导出的 (103. S ) 式的函数（为方便计我们略去尾标 I ,因为能量 
和况无关).在这些状态中，非对称陀螺的能量并不具有定值.另 
一方面，在定态中乃分量并不具有定值，亦即能级没有确定的& 
值，定态波函数呈下列线性组合 形式： 

(103. 9> 

k 

式中已假定所有的函 数具有 公共的 f 倬，代人薛定谔方程 @ Vv = 
IVv 中，得方程组 

S ( 〈几 j 丄 — 則“， )c h * =0 {103. 10) 

上式有解的条件为以下久期方税 ： 

丨=0， (103.11) 

此式的根给出陀螺的能级，然后用（1郎+ 10) 给出使哈密顿量对角 
化的 (103. 9) 式 中的线 性组合 系数，亦即给出具有给定 J 值(及 I 
值)的陀螺定态波函数.计算对这些波函数而言的任何物理量矩 
阵元,就化成对对称陀螺波函数而言的矩阵元. 

算符4只有 * 值改变1的跃迁矩阵元，而 A 只有对角元 
(见（2 7 .1 3 )式，把式中的 A 见改成 /,幻.因此算符方，々 ， A 
从而片只有 Jfc 或 ifc ± 2 的跃迁矩 阵元，& 的奇态和偶态间没有 
跃迁矩阵元，这使得 2 J + 1 次的久期方程立刻分解成 J 次和 J + 
1次的两个独立方程.其中一 个只含 &为偶数的跃迁矩阵元 ，另 
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一方程只含为奇数的跃迁矩阵元.这两个方程都能进一步化成 
两个次数较低的方程.为此，我们不能用函数组定义的矩阵 
元，而必须用下列函数组定义的矩阵 元： 






+ Vv . 





-fc) J = 

-i-> (ft#0). 


(103,12) 


指标 + 和一不一样的函数具有不冏的对称性(对通过纟轴的平面 
所作的反射，会改变 * 的符号)，它们之间的跃迁矩阵元因而等于 
零 . 因此我们可把久期方程分解成一个对 （十） 态的和一个对<~> 


态的. 

具有对易关系（10 3 . 3 )的哈密顿量 (1 的•〗)具有特殊的对称 
性： 它对允之 A 算符中任意两个算符的同时反号保持不变•这 
种对称性形式地对应于群.因此非对称陀螺的能级可按此群 
的不可约表示分类.从而有四类无简井能级，分别对应干个私、 
B 2 、 札裘示 （见§邪，表 7). 

很易确定非对称陀螺的哪碑态属 T 哪个类型.为此，我们必 
须找出和 ( i 03.〗 2 ) 式函数的对称性质.这可从 （103. 8 )式直 
接做起，但从通常的球谐函数做起更为简单，我们注意到，就其对 
称性质而言，角动量 C 分量具有定值的状态波函数是和下列角动 
量本征函数一 样的： 


炉）〜公，“嗰,*(0) (103.13) 

其中0，免是 I ，仏 C 坐标轴中的球面角，记号〜代表 w 变换相同、 
(103. 13) 中取复典轭是由于对易式 (103, 3) 的右边反号. 

绕 C 轴转过汉角后（即对称操作 (103.13) 式的函数被 
乘以 C _ l )\ 


❿ (H 
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操作可看作反演再加上对 G 平面的一次反射;第一个操 
作使 Vu 乘以（一 1)' 第二个操作 W 变号）相当于改变 fc 的符号. 
根据函数的定义 (28. 6)，我们有 

C^： ( 一 l) J+i W, 

最后，对操作 CT-crcm 

cr ： 

应用这呰变换规则，我们发现函数组 （103. 12) 的态分属于下 




(103.14) 


列各种对称 类型： 

J 偶 A 偶 
J 偶夕奇 /? 3 

J 奇 J 偶 A 
«/奇,&奇 b 2 
J 偶> 偶仏 
J 偶， fc 奇 A 
J 奇 j 偶 A 

对于一个给定的* Mt ， 很易算出毎一类型中的态数. d 型及 
每个 b 2 , b 3 型中的态数 如下： 




/偶 
J 奇 








(103. 15) 


对于非对称陀螺，存在着型各态间跃迁矩阵元 


的选择定 则： 这些规则很易用通常的对称性考虑得到.对于物理 


矢量 A 的分量讲来，我们有下列选择定 










溢 C : 


抑 V 

W 广. 
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为洁楚起见，群丧示的符号上标注了一个坐棕轴，绕该轴旋转时所 
注表示的特征标为+1， 


例 题 


L 通过直接计算算符多，又， A 的共同本征函数，求出对称陀螺的 

1 7血*>态波函数 （ F . Reiche ， H . Rad ^ macher , 1926)， 

解为了求出作为欧勒角士良 v 的函数的我们必须用欧勒角表 
出沿定轴 A 1 z 的角动 量分量 算符.由于沿任一轴的角动 fi 分量算符为 
一 是绕该軸的转角，我们布 


/■ H-J /, ^ ^ 

, J 广一 J t = 

其中？ A , A 为绕相应軸的转角.对这些角的微商可化成对 1 丨 V 角的 
微商，因为无限小转动沿转轴可作欠董相加.图 20 ($ 58 )用欧勒角表出了 


无限小转动 Sa , <3?的矢量方向.取它们沿定轴的分量，即得绕定 
轴的转角 

(5^ — — sin ad ^- \- f : osccsir> 

Stp v = i f os <rt 5 /? 4 - ^dy, 

da-\- cos pSy. 

反之有 

dc = — cotj3co« a 6 ^ p x — cot 芦 sin adq ^ 9 + Sq ? M ^ 

<5jS— 一 sin 4 - cos aS<p v ^ 


^5 y = 


sin 




从这些农式柑 


si n a 
yinj 3 


㈣ ■ 


5 / ^ o 3 ' 3 I owa 3 \ 

^ V 3a 9^ sm /? 9y / 

r Y - ^ 3 . 3 , sin« 3 \ 

心一一 a ( — sin ^ COtp - — + oosCJ —5-- -一:— ^7-^—), 
v V 3a smj£f 3 y ； 


C _ - 3 

当把算打 一 i 叩“ V A = —i3~ V (v 为绕 C 轴的转角）作用 & 心抑上 
) u \ 这些算符分别被尨和&所代替（波函数与 a 和 v 角的尖系是由因子 


* 


攀 



约出的）.从而有 



-九“又-喷-辦+ ㈤ ， 


A /• A 

!■/"■•_ : ~ if y " If iTy 


=- c “ 



r •• _ 


3 





剩下的推异和 S 2 S 末完全一柞 . 我们从力裎乂 = 0 出发，此式对 
M = J 的波函数成立，从而 W 




sin〆 


上式的归一化解为 




JJK 


i^C-l) Jf 




(2 J - I -1)! 


2(/ \ k ) l (_ J - k ) 


1(«»厂 


2 jv 


€ 




归一化积分是一个欧勒 0 函数. I . 式除了 一个相因+外，实际上与下式相同 
(泰考 （58. 26)): 


■ •a _■ t 

/ 2 J 4 1 


o , 铃，外 


所选的相因子与 （103. 7) 中的定义…致. 

对 i > jjt 反复 应用下式就可算出 M < J 的各个波-数 

最后 结果与 （103. S ) 相同 ，该处 的函数乃以 为 （5 S _10> 和 C 5 S .11〕 式，井计及 
了这些函数的对称性质 ( 58 . ie ). 

2. 计算非对称陀螺的</以|"|*^>矩阵元. 

解根据 （27*13) 式得 


< k\Jl } k >^^ k \ J %{ hy =^ J(J ：- l )- h ^ 

< k ] J ] |fc 十 21 A | fc > 

|*十2>=—<_*7+21乃|*> 

-« 1 

CJ - k ) (J 一 fc —1) 十 1 )(*M Jfc +2)]^ 

4 

为時沾计，矩阵元屮一律省略了对角指人所求的哈密顿量矩阵元因 
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此为 $ 


- ~-^( a 4 A )[ J (J H ) — V ] + 士 ) 

( k \ II\h + 2 y - ik - r 2\ II\ky ?(1) 

<a ~ b) [(J — 幻 （ J-KMJ + fc+DOM SH . V ] i ) 

相对十函数组（ 10 3 . 12 ) 而言的矩阵；，可通过 （1) 式的矩阵元 表出： 
<心土1//|&一>-=<>|//|公>0 去 1), <1 士 1丑|1+> ) 

< k ±\ Hk -\2, [丑 [ jfc +2 >Oi 手 0)< O +|/ f |2 f C2) 

-i > - Vy <0|//[2> ) 

3. 试求 J 一 1 的非対称陀螺的能级. 

解三次的久期方程分解成三个线性方程+共中一个给出 

£^i = <0 f |^|0- [- > = (a \-b), (3) 

根据上式可 以 立刻 S 出其它两个能级，因为 G , 匕 c 三个参量是以对称的方式 
出现在这个问题中，从而有 

E 2 二> (a + c ) p (&4- c ). ⑷ 

仏^^心能级分别属子^对称类型&化^这些态的波函数为心=妒^ 
今 1 - fU , fx : 妒「 1 . * 

4. 同题2, ^ J ^2, 

解 久期方程为5次，分解成为三个线性方程和一个两次方程.从一个 
线性方程得 

E x = <2-\ H }2 — > ㈡ 挪 c + > £ — (5) 

属子扎型的一个能级.由此立刻吋知 + —定有&和札型的其它两个能级 ： 
E 严 2 於 6 - f ^-^ (a he ), 私二 2 A Z o 十+於 (6 + &) 


① ® 2-5 中，采用卞列记号使公式简 化： 

/^=i H ' ^ ^ 1 //^r c ~- i ! !€* 

② 这是裉据对称性的考比 . 例如能对+砮和6 是对称的，因此它的 

态对 S 袖和 I ?油具有间样的对称性，亦叩属 i 1 M 的态. 
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这三个能级具有波函数 中 
二次方程为 

<0- ； -|//|0+>-£ <2+|/ ； l0-h> _ 

<2 + l//ja + > <2+j 丑 12 + > — 尺 =0f 

解出得 

私，十&十 c ) 土 ? fc 2 V ( a +& + c ) 2 — 3 (W - U c + co > _ 

这两个能级屈于 AM , 相应敁函数为却“和的线性组合. 

5 - 同题 2,但 J = 3, 

解久期方程为 7 次，分解成为一个线性方程和三个二次方程. 

程给出 

£ J l = ^ 2 -\ H \ 2 - y ^ 2 ^ ( a - rb - cy , 

这是一个厲于4型的能级，一个二次方程为题3的 ( S ) 式，但 J 值不一样.圮 
的稂为 

(fl + *) + M c ±舻 ^/ 4 ( a - &) T + o 2 - i - ab - ac - bo \ ( 0 ) 

是私型能级.艿佘能级可从上式置换 a，& h c 后得到. 

6 .具有四极矩的一个系统,处于任意的外电场巾，求其能级分裂. 

解 取张量沪的三个主轴为坐标系（见 S 76题3>，哈密顿是 
的四极矩部分可化成 

A + S+C = 0* 

由于上式和（10 3 . 1) 式的哈密顿量在形式上完全类似，本题等价于寻求非对 
称陀螺的能级，唯一区别是现在系数之和 A + if+(7 = 0， 并 IL 角动貴还可几 
有半整数值.这些可用同样的方法从头算起，但对整数 J 值可用题3和題5 
的结果，对前几个所得的能级位移值 A 五 如下： 

^ 1; AJ ? = —^4 7 一 / i , —0 j 

*^=3/2： hE _: + 

J = 2； AE -3 A , 3 B ,3 C \ 士 V " 2 十 B 2 十 dg . 

j ，3/2 时分裂能级保持双 a 简并，与克喇末定理 （S 60) —致. 

§104分子的振动转动相互作用 

迄今为止我们把转动和振动看作分子的两种独立运动.但在 


(6) 

(7) 

线性方 

( 8 ) 
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实际上，这两种运动的同时存在产生了它们之间的特殊相互作用 
( E . Teller , L + Tisza , G * Placzek , 1932—33). 

lh 我们先从线型多原子分子考虑起. 一 个线型分子可以作两 
类振动（见 §] oo 末段)：颊率为无简并的纵振动和频串为双重简 
并的横振动.现在我们对后一类振动惑兴趣.一般讲来，作横振 
动的分子具有某种角动量.这一点从简单的力学考虑看来是很明 
显的①，但它也能从量子力学的考虑证实.后一种考虑还能使我 
们求出该角动量在所给振动态中的各种可能值， 

我们假定分子中某一双重频率队受到了激发.振动量子数 
力匕的 能级是 匕 + r 重简并的.与该能级对应的是以下〜+1个 
波 函数： 

其中、+%=、或者是这呰波函数的任意的独立线性组合.与 
指数因子相乘的那个多项式的总冪次⑹~的幂加上公的幂)，对 
这些函数讲来都是相等的并等于化.显然，我们总能选取 
的下列线性组合作为基本函数组： 

〜 广常数 

x e _ 吵心）[ I 十说，，^队一说， ， 

(104*1) 

方括号内是一个确定的多项式，我们只写出了它的最高次项 .l 
是一个整数，可以取〜+ 1个不冏的值‘ 1—2,匕一4, …，一 t 
横振动的简正坐标仏 n g « a 是两个离开分子轴的正交位移. 


①例如 ， 周梠茇为的两个芷交横振动*可以看作一个弯折分子绕一纵轴的 

4 


纯转动, 
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绕轴 旋转炉 角后，多项式的最高次项（因而整个函数 t 山 被乘以 



由此可见， （104* 1>式的函数对应于角动量的轴分量为 I 的一 
个态. 

我们得到的结论是，双重频率被激发的态 (具有 量子数 
中，该分子具有一个能取下列诸値（相对于分子轴）的角动量 

— 、一 2,匕一 4,… 一 L {104* 2) 

它称为分子的振动角动童.如果有若干个横振动同时被激发，总 

I 

的振动角动量就等于加上电子轨道角动量以后，给出该分 


子沿轴的总角动量夂 

分子的总角动量/不能小于沿轴的角动量（与双原子分子的 
情形类 f 以)，即/的取值为 

J= \i\, • ， 

换句话说,不存在的态. 

简谐振动的情形下，能量只和置子数 I 有关而与 L 无关.考 
虑非简谐振动以后，扳动能级的简并度(对 L 值而言的简并度)有 
所解除.但是，这种解除是不完 全的: 分裂能级保持着双重简并， 

£和所有 L 同时改变符号的两个态具有相同的能量.这是因为在 
能量的下一级近似（简谐振动后的下一级近似）中，出现4的二次 

型山 W ‘是常数）.通过类似子双原子分子中的 d 双线 

a , 疗 

效应，这种余留的双重简并即坷得到解除* 

回到非线型分子时，首先要作下列力学性质的说明.对于任 
意一个多粒子(非线型）系统讲来，就有一个怎样把振动和转动完 
全区分开来的问题；换句话说，我们怎样去理解一个非转动的系 
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统' 乍看起来，不存在转动的判据似乎是角动量等 于零： 

^mr x v = 0 (104. 3) 

是对该系统的粒子求和）.但是这个式+的左边并不等于某一 
坐标函数对时间的全微商.因此这个等式不能通过对时间的积分 
而表成某一坐标函数等于芩的形式.担这正妤是合理地定义"纯 
振动”和“纯转动”这两个槪念所需要的. 

因此作为无转动的定义，我们必须采拊下列 条件： 

^ mr a x v — 0 T (104. 4) 

式中 G 是粒子平衡位置的径欠.令 r 二-0 + 11， II 是小振动中的位 
移，我们有 v = f = 6. (104. 4) 式对时问积分后得 

^tnroX u -0. (104. 5) 

该分子的运动可以看作是满足条件 （104. 5) 的纯振动与整个分子 
转动的组合①. 

把角动量写 成以下形式： 

Smrx v= Smr,j xv+Zmuxv ， 

我们看到，与无转动定义 （104. 4) 相一致，我们必须把 Zmuxv 理 
解为振动角动量.但是必须指出，这个角动量只是系统总角动量 
的一个部分，它根本不守因此对每个振动态只能附加一个振 
动角动量的平均值. 

不具备二阶以上对称轴的一个分子，是属于非对称陀螺型的. 
这类分子中的所有振动频率都是无简并的（它们的对称群只有一 
维的不可约表示).因此所有的振动能级不存在简并.但在所有 
非简并态中，角动量的平均值一定等于零（见§ 26). 由此可见，在 
非对称陀螺型的分子中,所有态的振动角动量平均值都等于零. 


①分子的平动一开始躭可除去，只要所选的坐标系相对于分子的质心慄持不 


动 ■ 
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如果分子的对称元素 中存在 着一个二阶以上的对称轴，这个 
分子就属干对称陀螺型.这种分子的振动频率既有无简并的也有 
双重简井的.对前者振动角动量的平均值仍等于零，对双重简并 
频率讲來，沿分子轴的角动量平均值并不等于零. 

计入振动角动量后，也不难求出分子（对称陀螺型）的转动能 
量表式.它的能量算符与 (103, 5) 式的差别在于,该式中的陀螺转 
动角动量现在要改成总角动量 J (守恒量)和振动角动量 之差: 

心动 5<D>)2+ 誓 ( A — ( 104 . 6 ) 

所求的能量等于平均值互* (104. 6) 式中含有 J 分量的平方 
项，这些项给出 （103. 6) 式的纯转动能量. J <p> 分量的平方项给出 
的是和转动量子数无关的常数，可以略去.我们现在感兴趣的是 
J 分量和分量的乘积项,这些项代表了分子振动和转动的相互 
作用，称为科里奧利作用（因为它对应于经典力学中的科里奥利 
力）.对这些项进行平均时，应该注意到振动角动量的 t 横分和 
n 横分量的平均值等于零.因收科里奥利徉用的能量平均值为 


E^ = ~kk v> <104.7) 

^ C 

式中的 K 整数)和§ 103 中的一样，是总角动量的分子轴投影值， 
A = 为标志该振动态的振动角动量分量平均值;与 A 值不同， 
K 不是一个整数. 

最后来研究球型陀螺式的分子.屯包括了对称群为任一立方 
体群的那些分子.这种分子具有无简并的以及双重和三重简并的 
频率(对应于立方体群中具有的那些一维、二维和三维不可约表 
示).振动能级的简并性，总是被非简谐运动部份地解除;考虑了 
这个效应以后 ; 除了无简并能级外只留下双重和三重简并的能級. 
我们现在要讨论的就足这些被非简谐运动所分裂的 能级. 
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很易证明，对球塑陀螺式的分子讲来,振动角动畺的平均值不 
但在非简并的振动态中等于零，而且也在双重简并的振动态中等 
于零.这一点只要根据对称性的考虑就可以证明.实除上， 属于 
同一简并能级的两个态中的平均箝动量矢量，在分子对稀群的所 
有变换下必相互变换.但是没有…个立方对称群能够只在两个方 
向间进行相互变换，至少要有三个方向才能进行相互变换. 

根据以上的考虑违可以知道，对于三重简并振动能级的态，振 
动角动量的平均值并不等于零.经过对振动态平均以后，角动量 
是用一个算符表示，其矩阵元就是三个相互简并态之间的跃迁矩 
阵元.与态数相一致，这个算符一定具有 d 的形式，其中的 i 是 
单位长的角动量算符(因此时 2 i + l =3)， C 是标志该振动能级的 
黹数.分子转动运动的哈密顿 i 为 






h 1 

21 


(J W- 


经过上述平均后变成下列 算符: 


H 






(104*_8) 


第一项的本征值就是 （103. 4) 式的转动能量，第二项是一个与转动 
量子数无关的不重要的常数. （104. 8) 式的最后一项给出了所求 
的振动能级的科里奧利分裂值 . 的本征值可以用通常方法算 


出；它可以具奋（当 J 给定后)三个不同的值(对应于矢量 1+J 的 
三个值: J+l，J 一 1，结果得 


^ 1> =7-^+1), ^ = (104*9) 


§105分子谱项的分类 


分子波函数是电子波函数以及原子核振动波函数和转动波函 

数的乘积.戏们已经分別地 w 论了这些函数的对稀类型及其分类. 
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现在尚待讨论整个分子的谱项分类 ， 也就是总波 ® 数所能具有的 
对称性. 

如果给出了三个因子对某一变换的对称性，它们的乘积对该 
变换而言的对称性也就被确定.为 T 完备地标志态的对称性，我 
们还必须知道分子中所有粒子（电子和梭)的坐标同时反演时总波 
函数所具有的行为.根据总波函数在这个变换下变号还是不变 
号，我们把相应的态分别称为负的或 IE 的①. 

但是必须指出，只有对不存在立体异构体的分子，态的反演特 
性才具有意义，如果存在着立体异构性，分子经反演后所得的位 
形不能通过空间旋转与原位形重合，这些就是分子的"右旋”异构 
体和 B 左旋”异构体 ©. 因此，当存在着立体异构体的时候,相互反 
演所得的两个波函数实质上属于不同的分子，它们间的比较就失 
去了恋义③. 

我们在 §86中看到，双原子分子中的核自旋，对分子谱项按 
其简并度的排列方式，以及对某些情形下某种对称能级的 完全受 
禁等等，都有间接的重要影响.这种影响对多原子分子也是存在 
的.但是现在的问题要复杂得多，需要在每祌具体情况下应川群 
论方法. 

这个方法的要点是这样的.总波函数除了坐标部份外(这是 
迄今为止我们所硏究的）还有自旋因子，这个因子是所有核自旋 
在某一选定空间方向的投影值的函数. 一 个原子核的自旋投影^ 
可以取 2 i +1个不同值 （ i 是该原子核的自旋〕.给出 


① 我们习惯地但不太理想地采用了与双康子分子相同的术语 （ 5 as ). 

② 为了使立体异构体能銶存在，该分子必须没有与反射有关的任何对称元柰 
(没有反演中心、对称面、旋转-反射轴). 

③ 严格讲来，量子力学给出的这两类异构体间的跃迁几率总是不等于雩.可是 
这个几串与原子核穿过势垒有关，是栊小的. 
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0 V 是分子中的原子总数）的所有可能值后，共有 (2 A + 1) (2^ + 1) 
…. （2 G I -1) 个不同的由旋因子数彳 I 在每一种对称变换下，有些 
原子核（同类的核）对调了位置，如果设想自旋値仍“保留不动'则 
这种变换就等价于原子核间的自旋值交换.因此，各个肖旋因子 
可以相互线性变换,从而给出分子对称群的某个表示(这个表示一 
般讲来是可约的).把它分解成为不可约表示后，即得自旋波函数 
所能具有的各种对称类型. 

对于自旋因子所给出的表示，很易写出它的特征标的 
—般公式.为此只需注意到，一个对称变换中只有这样一些自旋 
因子是保持不变的，这呰因子中被对调的原子核正好具有相同的 
6值.除了这些因子外共它的自旋因子会相互对调，所以它们对 

特征标毫无贡献.记住~可取个值，我们就有 

X atft ( G ) ^ U ( 2 i a + 1 ), (105. 1) 

式中的连乘积是若干组原子的连朵积(每 一 组原子提供连乘积中 
的一个因子)，鉍一组原子具有相同的^值并在所给的 G 变换下 
相互易位. 

但是，我们对自旋函数的对称性质不如对坐标函数那样感兴 
趣(我们所指的是坐転函数对核坐标置换而言的对称性，电子的坐 
标则保持不变）.这两种对称性是直接相关的，因为任一对原子核 
对换后，总波函数必须变号或者保持不变，要看它服从费米统计还 
是玻色统计(换句话说，总波函数必须乘以（一 1严， i 是所对换原 
子核的自旋). 我们在 特征标 U 05. 1) 中引人适当的因子，即可得 
到下式所示的群表示特征标这个群表示中包含了坐标波 
函数藉以变换的所有不可约去;^ 

n (礼十 1 )(- 

〜是变换下进行相互易位的第 a 组原子核中的原子核数.把 

这个表示分解成为各个不可约部分后，即得读分子坐标波函数所 
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能具有的各神对称类型以及各个和应能级的简并度(今后所讲的 
简并度，都是指原子核系统的不同自旋态数①). 

每一类型的对称态，与分子中等价原子核组的某一总自旋值 
相联系（等价原子核组在分子对称群的变换下相互易位).这神联 
系并不是单值 的： 每一类型的对称态可以和等价原子核组的不同 
自旋值相联系.在每种具体情形下也可以用群论方法确定这种 
联系. 

作为一个例子，我们来考虑非对称陀曝型的乙烯分子 C〗 2 Hi 
(图对称群为化学符号右上角的数字标明了所属的 
同位素，这个指标是必要的，因为不同的同位素具有不同的核& 
旋.目前情形下 H 1 的核自旋等于1/2而€^的核自旋等于零，因 
此只耑考虑氢原子. 

我们取图 43? 中所画的绝标系， s 轴垂直于分-了•平面，轴沿 
分子轴.对哗面反射时所有的原子保持不动，其它的反射和旋转 

使氢原子成对地对换.按 (105. 2) 式可得下列詳表示特 偭标： 

E cr{xy) ajxz) cr(gfg) I C 2 (s) C 2 (y) (^) 

16 16 4 4 4 4 4 4~ 

把这个表示分解成不可约分量，结果发现它含有以下几种群 
不可约表示*. 7 A S , 3 B lsr; 3 B , W . 数字代表可约表示中包含该 
不可约表示的次数：这些数字也就是各个相应能级的核统计 
杈重 

以上所得的乙烯分子态的分类，是対总(坐标）波函数(包括电 
子, 振动和转动部分)而言的. m 在通常情况下，我们对以上结果 
的兴趣往往在另一方面.这就是说，知道了总波函数所能具有的 


® 这种意义下的能级简并度，通常称为该能级的梭统 计权霣 （见 5 86最 后一个 
附注〕. 

②抽一类型的态与乙烯分子屮四个//原子的总0旋值的关系，在® 1中推异， 
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对称性以后，只要给定电子态和振动态，就可以直接求出所能具有 
的各种转动能级（以及它们的统计权重). 

我们以基态电子谱项的最低振动能级（振动未被激发的能级） 
的转动结构为例，假定基态的电子波函数是全对称的（符合于所有 
多原子分子的实际情况).在这种情况下，总波函数的绕轴旋转对 
称性也就是转动波函数所具的对称性.和以上所得的结果相比 
较,我们就可以知道，乙烯分子中4和私型的转动能级是正的（具 
§ 103), 且有统计权重7和3; 而艮 和艮型的能级是负的，统计权 
重等干 3. 

和双原子分子一样(见5 86末)，由于核自旋与电子的作用极 
弱,乙烯分子中核对称性不同的态实际上不能相互跃迁，因此处于 
这些态中的分子，犹如同一物质的不同变态.故乙烯具苻 
四种变态，其核统计扠重分别为 7, 3, 3, 3. 

作出上述结论时，要点在于对称性不同的态是属于不同能级 
的（其间距远大于核自旋的作用能).对于核对称性不同的态属于 
同一简并能级的那种分子讲来，上述结论不能成立. 

再举一个例 T , 对称陀螺型的氨分子图41，对称群 
C 3tf ). N “的核自核等于]， H 1 的核自旋等于 1/2. 应用（10 5 . 2 ) 
式 * 即得我们感兴趣的 C 3 f ； 群表示的特 征标： 

24 """ 6 二 12 

它含有以下的 C 3 p 群不可约 表示： 124 2 , 6 仏因此有两类能 级：它 
们的核统计权重®等于12和 6. 

对称陀蜈的转动能级值为给定）是按量子数&值分类的. 
和上例一样，我们來考虑 NH 3 分子基态电子谱项的最低振动能级 


© A 型谱项的氢核总自陡为3/2,及型错项的氢核总自旋为 1/2* 
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的转动结构（也就是假定电子波函数和振动波函数都是全对称 
的).在求转动波函数的对称性的时候我们应该注意到，有意义的 
只是指绕轱旋转下的变换性质.因此可以把对称平面改成垂直于 
这些平面的一呰二阶对称轴（对一乎面的及射等价于绕这样一个 
二阶轴旋转再加上一次反演） . 在目前情形下，所考虑的群躭 
可以换成和它同构的点群.‘ 

士 IM 的转动波函数绕三阶竖直轴进行 G 旋转后被乘以 
右 ±! 心 1/3 ’ 如绕二阶水平轴进行 C /^旋 转则进行相互变换，仿1此它们 
给出了 D 3 群的一个二维表示，如果 | A | 不是3的倍数，这个表示 
就是不可约的 E 表示.总波函数的群表示，可以按谱项的正 
或负对/取 2 )乘以士 1或 一 1后得到.但由于芯表示中的 
= 0, 因 此不论谱项的正负仍都得到 E 表示(但 此时为 Cf 3c 群的表 
示不是群的峩示）.由此得出结论，当! W 不等于3的倍数时， 
正负能级都是可能的，核统计权重为6〔总坐标波函数的对称性属 
于 E 型）. 

当为3的倍数(但不等于零)时，转动波函数给出的(1> 3 

群)表示具耵下列特 征标： 

E 2€ % 3 U 2 

2 2 0 ~~ 

这个崁示是可约的，分解为 A ， 4表示.为了使总波函数属千 
群的次表示，转动能级山必须是负的4必须是正的，由此可见， 
当 AI 为3的倍数井且不等于零时，正负能级都是可能的，核统计 
权重为12〔能级为禹型）. 

最后，对应于角动量分量 A = 0 的只有一个转动函数；它所给 
出的表示具有特征标 ® 


①角动發:倬为 J 而投影偉为军的本征函数旋转角后被乘以（一 1) 夂 
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E 20^ SU t 

1 1 C-lP 

如果总波函数为次型 对称， 它经反故后必然给出（一 1)/ +1 因子. 
由此可见，当 Ar = 0 时， J 値为偶数的能级只能是负的, J 值为奇数 
的能级只能是正的；两种情形下的统计杈重都等于6 型能 
级)_ 

总站以上结果，目卩得下表，表中列人了各种不同& \m 
分子的基态电子谱项最低振动能级所能具.有的各种态（符号+， 一 
表示正态和负志)： 



(+ ) 

<-) 

UI 不是3的倍数 : 

1 

G £ 

6 E 

U [是3的倍数 ! 

12山 ! 

l 2 Ai 

,为俏数 

1 

i 

6 Ai 

U 为奇数 

6^! 



J 和&给定以后， nh 3 分子的能级一般讲来是简并的（还可参 
考題3巾 ND 3 f^」 表）.这种简 并性由 于下列特殊效应而被部份地 
解除，这个效应与氢原子的有限质量以及与氨分子的形状扁平有 
关.该分子中的原子作不大的竖宜位移后就有可能从图44的一 


N 




个位形跃迁到另一个位形，这两个位形可以通过对一个平面的反 
射而相互得到，这个平面平行于三角锥的底边.这种跃迁 导致了 
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能级的分裂，使正负能级彼此分开.（一维情形下与此类似的效应 
见§50题 3). 这两个位形被一个“势垒”所隔开能级分裂值与原 
子穿过这个“势垒”的几率成正比，氨分子的这个儿率尽管由于以 
上所讲的性质而比较大，但是它的分裂值还是很小的 CIO' 4 电子 
伏特 h 

球型陀螺式分子的例子，见本节题5, / 

例 题 

I . 确立 CpHi 分子中态的对称性与该分子中氢核总 S 核间的关系. 

解① 四个 Hi 核的总自旋可以具有/=2，1，0三个值，它的投影可 
取2到一2的各个值.我们从^^的最大值开始，逐个地考虑值相同的 
那些自旋因子所给出的表示 . 

= 2时只有一个自旋因子，其中所有原子核的自旋投影值都等于 1/2. 
二1时有四个不同的台旋因不，它们的区別在亍四个 M 子核中一个 核的自 

旋投影值等于一 最后,瓜2=0时有六个不冏的自旋因子，要看选取哪两 
个梭的自旋投影值等于_|.这三组自旋因子拾出的三套群表示特征标如下 


友所示, 


■1 

B 

^^9 



■ 

CM 

c 心） 

Ci(ar) 


■ 


■ 

■ 

■ 

■ 

mm 

mm 



HI 

WBM 


WSM 





■ 

■ 

m 

Hi 

B 

■ 

■ 



第一个表示是单位表示由于了 = 2时才能有见，=2,因此 d !? 型的 


态对应于自旋 J = 

时可以有和 1^2 ,第二个表示賦去第一个表示后再把它分 
解成不可约表示，结果发现 1=1 时有 B lfl , B zu ， 三祌态， 


①应用置换群的方法求解类似的问 M t W 以考虑 I . G * Kap 】 an 的书 （ESMK 
第6章， S 2. 




最卮，时可以具有 M f =l 的各个丧; IV 和 1=0 的 表示. 第三个表 
示咸去第二个表示后得到两个 dr 态， 对应亍 自旋！=0 

2■对 Cimi CpHi ， N ^ Oi 6 分子，求总（坐标）波函数的对称类型及其相 
应能级的统计扠重[所有这些分子爲有同一形式，核自旋为 
= l/2,i(N 1 0=l]. 

解与本节所讲的 CpHl 分子的方法相同，求枒下列各态（所选的坐标 
轴也和例屮的一 样)： 


分子 

(+) 

( 一〉 

CPH: 

27A 7t 

isBzii, iaz; 3l 

CI^H ； 

1G 七， 12Bi a 

l2Bi Uy 2iBt, 

Nl^Oi* 




3, 冋上题,但分子为 

解与木节中 N“Hi 分子的做法一样，求捋的态为 24 E m 
对基釭屯 T 谱项最低振动能级讲来，不同的 A 值具有下列各态： 



(+ > 

(- > 

Ul 不是 3 的倍数 

24 E 

2iE 

U1 是 3 的倍数 

30A U 3^t 

SOii, 3 j 4 a 

p 为偶数 

30Ai 


为奇数 

3A S 

ZOAi 


4. 与上題同，但分子为 C〗 2 Hl (见囹43/;对称胩为 iJw). 

解可能盔具有下列 类型： 7山,， U 10J 3 A 2S , 13 A Pi 9 E ff7 llE mr 
对基态电子谱项較低振动能级讲来，可得下列 各态： 



(+) 

㈠ 

|JH 不是 3 的倍敎 



\l\ & S 的恼数 

7 .4 ； ^ t 3 j4 ^ ^ 

1 -41 n , 13/ ±_ 

( J 为偶数 


1.4 ] u 

k— 0^ 

\j 为夼放 

2y 

m 


5,同上题，但为甲烷分子 C^Hl ( C 原子在四面体中心四个 H 原子在顶 
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解 这个 分了属 千球叩陀蜾式 T 对称群为 TV 用同一方法可以求出可 
能态的矣 型为： 5山，]忍，3匕(分子的总 B 旋相应地等于2, 0, 1), 

球型陀螺的转动态是按总角动 i ^攸分奘的.毎个^倬有2^ + 1个转 
动函玫，给出了 G 群的一个 2 J + 1 维友氧 O 舴群同亂它是把 
中的所有对称平面换成垂迕于它的二阶轴后得到的.这个表示的特 征紅由 
(9 a . S ) 式所确定.例如 J 二3时可抖下列群表示特 征标： 


E ! 


6C, | 6C* 

ZC) 

7 

1 ； 

1 

-1 

一 1 

—1 


其巾所禽的 o 群不可约表 示为 f \， 心.再来研究基态电 -7 H 普顼最低扳动 
能级的 转 动岱构，所得的结论是 ， J = 3 时总波函数为 A 型的能级只能足正 
的，匕 ㉜ 态的能级则可正可负.对守前几个 J 植，可得下列各态(它们的核统 
计衩重也一起写出）： 



C + ) 

; (一） 

1 

J =0 

J -1 

3/| 

5Ai 

J 二 =2 

1E 

1£ t 3F ： 

J -3 

SAi h 3F ： 

3 f E 

J ^ i 

1 

1兄3凡 

1 

5丄， 1^E T 3_Fi 

i 





第十四章角动量的相加 


U ⑽符号 

§31中导出的角动量相加法则，给出了角动量为 i 和义的两 
个粒子(或两个更复杂的 部分） 所组成①的系统总角动量的各种可 
能值.这个法则实际上和波函数的空间旋转性质密切相关，并可 
根捃旋量的性质立即得出. 

角动量为 j ，和 A 的粒子波函数分别是2 丄 秩和2 么 秩的对 
称旋量，系统的波函数则绰于它们的乘积： 

(106. 1) 

这个乘积对所有的指标对称化后，得到一个 2 ( A + A ) 秩的对称旋 
量.对应子总角动量力丨+ A 的态.如果我们把乘积(10 6 . 1) 中 
的一对指标缩并掉，其中的一个指耘取 CJ 0 〜另一 个指标取自於 m 
(否则缩并后等于零），由于 f 是对称旋量， A ， 心…和 
p , a ， …中不管取哪一对指标进行缩并都是一样的，经过对称化以 
后，得到一个2(上^ 2 — 1) 秩的旋量，对应于角动量为么+灸_1 


■, i ) P 格诽来我们总是考虑这样一个系统（以^不必毎次声 明）， 它的咨部分之 
间相互作用很弱，以致毎部分的角动 i : 在级近似下 可以看 作是守恒的. 

卜 •面 所扣的全部沾果 . 3然不似能应 m 千闲个粒子(或粒子系统）的总角动置的相 
加 ，而且 ill 能应用于同-系统的齓道角々盐和 S 旋妁柑加，假 M 自旋-轨茧耦合是足够 
地弱的话. 
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的态①.继续这种手续，可得从 JVH 孓直到的直各一 
次， 和已知的角动量相加法则相一致. 

从数学上讲来，这就是把旋转群两个不可约表示 (2 A +1 维和 
巧 2 十1维）的直枳 x 疗 M 分解为不可约部分，于是角动量的相 
加法则可写成 

/yj\: x ... 

为了完仝解决角动量相加问题，我们还须研究怎样由两个组 
成粒子的波函数构造具有给定总角动量值的系统波函数问题. 

我们先从简单情瑕开始，亦即两个角动量相加后所得的总角 
动置等于零的情形.此时显然有 a =叉以及角动量 分量叫 
令力一 个粒子的归一化状态波函数(呈非旋量形式）， 它具有 
角动量 j 和分量所求的系统波函数心,等子相反的两个 
粒子波函数的乘积之和： 

寸产 (106.2) 

：-1 rt= _ i 

J 等于 i 和么的公共值，求和式前的囚子来自归一化.求和式 
中的各个系数必须具有相同的绝对值，因为所布的角动量分量值 
^应该是等几率的. (106. 2) 式中的符兮序次很易用波函数的旋 
量形式求出.采用旋记号， （106. 2) 中的求和式为下 列标量 （系 
统总角动量为零） 

(106*3) 

它是由两 个^秩 旋量所组成，裉据_匕式，我们可从 (57. 3) 式直接 


①为避免误解，作下列说明是有益的.双粒子系统的波函数永远是一个 2( J ' + 
jo 秩的旋 a ， 这个秩数一般地+等千 i 是该系统的总角动量+但是,这个旋 量可以 

等价于一个低秩旋虽.例如，角动的双拉子系统波函数是一个2秩旋 

萤 MQ 如总角动 a j=o, 这个旋量足反吋称的，闪而可化成一个标跫.一般讲来，总角 
动最 ./ 确定了该系统旋 a 皮函数的对称性：它对幻个指标对称化并对其余指标反对 
称化. 
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求出 （Id 2) 式中各项的符号. 

但应注#，一般讲来我们只能确定求和式 （106. 2) 中各项的和 
对符号，至于整个求和式的符兮则可能与角动董的“相加次序 K 
芙，实际上，如果把分〜中所有的旋量指标全部下降（有 + 个 
指标为个指标为 2) 并把0 (2> 中的指标全部上升， (10 C. 3) 
的标量就要乘以（_1)'当）’为半整数时就要变一符号. 

其次，我们来考虑总角动量为零的一个系统，由角动量为 
h 、 么分量为叫， m 2 ，m 3 的三个粒子所组成.总角动量等于零的 
条件是 叫 + 叫 + w 产0,并且 灸 中任意一个的值可以从其 
它两个值的矢量扣加法则中得到，也就是说， A，j 2 , A 在儿何上应 
该是一个封闭三用形的三条边.换句话说，每一个值介于其它两 
值的和与差之间： 


J 1 一 Jl I h J 1 T *? H ，等等 

代数和 ji 显然是一个整数. 

所 考虑系统的波 函数为 下列求 和式： 

^ s ( ji h j； yA 一 ? 2 k 的 Vh ， ao 6.^) 

m 2 T(l%} 

每个叫的取值足从一 A 到么.这个公式中的系数称为维格纳 
( Wigner )3 j - 符号.按定义仅当 m ,+ m 2 +» i 3 = 0 时它们才不等 

于零. 

置换下标1，2,3时， (106. 4) 式的波函数只能改变一个不重要 
的周相因子.实际上 W 符号可以全部定义成实量（见后面），心的 
不确定性就变成只是它的公共符3的不确定性(正如 006. 2 )式的 
函数那样）.这意味着符号中列的对换使它或则不变或则变一 
符号. 

确定求和式 （106. 4) 屮系数符号的常用定义）的一个最对 
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称的方法是这祥的，采用旋量 记号， 6是由三个旋量 
f 1 ' …的乘积经过全部指标的缩并后形成的一个标量，毎 

一对缩并指标取自共中的两个不同旋显.对粒子1和2讲来，缩 
并时0 (1> 取上标，诹下对粒子2和3,缩并时 ，诹 上标垆 A 
取 下栋；对粒子3和 L 则 f 夂取上标伞〜 取下标.很易证明，这三 
类縮并指标分别冇乂 1 h - h，h + h - h ^ h 炙对.这个缩 
并规则唯 一地确 定了如的符号. 

显然，采用了这个定义以后，指标1,2,3的循环置涣使如保 
持不变.这意味若3 j 符号对列的循坏置换保持不变.很易看出， 
1,2,3中任意两个指标的对换，会使 A +炙十丄对旋量指标发生 
升降 f 这意味着…要乘以（一七换句话说， W 符号具有下 
列 性质： 





J ) + 







( ioe . 5) 


即当 5 x + k + n 为奇数时，任意两列的对调要变一符号. 
最后，很易看出 


/ *?i 

\ wi | m z / 

(106*6) 

每个角动量 s 分量的变号可看作绕 g 轴转 t 角的结果，这等价干 
把所有的旋量下标上升并同时把所有的上标下降（见(58_ 5) 式）. 

从 （10& 4) 武出发，可以#出一个重要公式，这个公式能够給 
出具有给定 j 和 m 值的双粒子系 统的心 m 波函数，为此,我 n 把粒 
子1和2—起看作一个系统.由于这个系统的角动量 j 和粒子3 

的角动量 L 相加后所得的总角动量等于零，故 一定有 = 
- m 3 . 按 （106. 2), 我们可写成 


ji 

—馆1 


■?2 

m 2 


■ 1 


(™l)J fc + J3 + J 
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羚 =- 在 -tS (- 1) 厂 ™ … 此 m 006. 7> 

此式尚待和 (106. 4 )式比较(该式中的 j at 抓 3 改 成乂一 m ). 在这 
里，我们竹先要计及这样的事实 ： (106.7) 中的求和是按 （106. 3) 式 
的构造法则进行的，与 （106. 4) 的求和式的构造法则并不 一致； 为 
了把 （106. 7) 化成 （106. 4) 的形式，不难看出，我们必须把粒子1和 
3的毎对縮并指标上下对调一下，这就产生了一个附加因子 

比较的结果为① 

(106.8) 

式中对 m 2 的求和应满足 m r - m 2 = jn 的条件， 

(106. 8) 式给出了我们所需要的表式，它把角动量为 L 和 j 2 
的两个粒子波函数组合成为系统的波函数.该式可写成 


S ( m^al = (106* 9) 

fR ^ n f7? ^ 


式中的系数 





Jz J\ 

ui ^ 一 m / 

( 106 * 10 ) 


组成一个变换矩阵，它把 ( 2 义 + 1)( 2 A + 1> 个正交归一化的完备 
波函数卜,^〉变换成为间样完备的 i»( 具有给定的九么值） 
波函数组.这种系数称为矢置相加系数或克茱布许 -离置 (Clebsch 


①时间反浈下，波函数按（卽,2> 变成 

很舄阶(106 + &)甙左的确是按上式变换的，如果式右的心 3 〜和…心也按上 
式变换 的话. 
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- Gordan ) 系数.记号就是一组函数展为另一组函数 
时常用的 （1 L 1 S ) 式中的展开系数的记号.为简洁计，我们已在记 
号中省略了两组函数共有的量子数1和必要时可恢复成 

(106. 9) 的变换矩阵是幺正的（觅 §12). 因此逆变换系数 

Ji + ia 

S 0 + 3t 饥 1 + 饥 2 j (106. 11) 

J-UWi 丨 

等于 （10 G . 9) 式中变换系数的复共轭.后面将指出，这些系数都是 
炷实量，因此简单地有 


裉据量子力学的一般规则， <106.11) 巾 M 开系数的乎方给出了系 
统具有某个 j 和 m 值的几率（当九叫和夂心力给定时)+ 

变换 （10 G . 9) 的么正性意味着它的系数满足一定的正夂条件* 
根据 (12.5) 和 （12. 6) 式有 

= (2 j + i)S (“ j 

i \^i w 2 —m 


*Vji h 

i Am ^ 


r 

J 


( 106 * 12 ) 




3 


—m 


(106* 13) 


①克莱布许高登系数 （ CG 系數）在有的文献中记作 
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3 j 符号的一般显示表迖式是相当冗长的.它可写成① 



^2 Ja 


m 


) 


—J2 l-^)l(—jt + JH j 3 )^ 

'^7 riX +77+^ 


1/2 


X 




X lCj'l TTnOKj.t— m L )Kj a - m & >：(jv —mi)Kjj-i-^ 3 )E(j3—wi 3 )! ] l/a X 

{ — 1) Ji - 

f (ii + h — js— 方） 【（ J ■■ — —hKA 十 J.1 十 171 】十公） Kjs — 乂〜拆 1 十二 ■): 

(106. M ) 


式中对所有的整数 z 値求和^ m 由于负整数的阶乘为无穷大，这个 
求和式中只苻为数有限的项.求和式前的系数明显对称于下标 J, 
2,3;把求和变量 s 的值变换一下即可看出求和式本身也具有这种 
对称性. 

除了根据 3 j 符号的定义直接导出询对称性质 （106.5) 和 
(106. 6) 式以外, 符号还存在着其它一些对称性质，但它们的推 
导较为复杂，我们不在这里给出.所讲的这些对称性可用 3 j _ 符号 
的参量所组成的下列 3 x 3 数值 表很好地表达 出来： 



— ji + h—h 

j 2 — ^2 丄一 饥3 , 

么 + m 2 

(106. 15) 


此表中每行或每列之和都等于 A + jz + jV 然 后有： （1) 表中任意 


① （10 e .&) 式中的系数 [ f ! 维格纳 ( E > P , Wignen 1 S 31〕 首先算出.它的对称性质 

及对称表式 〈 mil ) 由位卡 ( G.Racah 1 G 42) 首先导出.最直拢的导山方法也汴是利 
用 <57*0) 式把6的旋量表式 <加以适与的归一化后） S 瘘化成(1阳.4)的求和式，注 
意 <57.6) 中的系数愚实的 + 因此 W 符兮乜一定是实数.另一种推导见 R . Edmon ¬ 
ds , Angular Momentum in Quantum Mechanics , Princeton , 1957 ■后面的 心符 

号表引自此书. 
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两列对调后，符号要乘以（一 ■(与 （106. 5 ) 所给的性质 

相同）； （2) 任意两行对调府同样要乘以 （一 i ) wM 对下面两行 
讲来，与 （106. 6) 所给的性质相 同）； （3) 表中的行和列对调后 3 */符 
号保持不变 ©. 

下面给出特殊 愔形下 的某挂简单公式.按 （106. 2 )苻下列数 
值： 


3 

m 




0 


(一卟 


—m 


V 幻十1 


(106. 1G} 


由 （106. 14) 式直接 可得: 


力 


ia 

m 2 




(一 1 ) J 


Ja 


+ + M . 


X 


X 


( 2 J ,) ! (2 j a ) 1 ( j|-l j a I ， 丨十 I (jVl ja 一饥■—爪 2) I 


m 


(2 丄十 2 j 2 十 1) I (L + mi ) J (ji —^ i ) 1 (ja r 7 Ji 2 ) I ( j 2 — w a ) I J 

(106. 17) 


1) _ h + 十彷 ■ x 


ji -?a 

"i —i, — 

(2jx) t (- jL-hj a + j\) [ (j.4 ji+ma'} I 


X 


-U]1 - 夂十夂 十 又 十 ja) 乂 ji 十 j2— 


] 


i/i 


F 列公式 


(ji J2 ia\ 

\0 0 0 y 

]/2 

X 


①见 T * Regge，II nuovo cimentotlO ] I 0 t ^44 + 195&| 11. 11 G , 195&. (106* 15) 
对称性 （以及 W 符号（]的， 3 ) 式的性质） 的更 深入的故学特征的讨论见 if 述性文章 
fl. A* Ciropa^nECKiiii a JI. A, Ilfciieinjii, KJ3, 3(1972). 
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— 1 ) 


p 


(ji +jWa) I (ji — ja +J’ 3 ) I C~Ji +Ja +ja) 1 

' (2^+1) I 



X 




. — ,^ (106. 18) 

当 2/^=1 - 卜夾 + 么力偶数时，上式的推异需耍许多附加计算 ® ，当 
2p 为奇数时,这个符号由于对称性 （ ioe . e ) 而等干零. 

表&中列人了九=1/2, 1, 3/2, 2的各柠 3 j 符号愤，以供参 

考。对于甸一个 A 值，尜中只给出了最低数吕的 W 符号，其余的 
3 J 符号可以根据 （106. 5)、 （106. 6) 式以及这个丧推出. 



題 


K 求 G 旋为1/2轨道角动最给定为 i 的粒子态角部波函数与总角动置 
为 j 投影值为 m 的状态陂函数之间的关系. 

解 这个问题可以用一般公式 （106. S ) 解决，把该式中的妒⑴理解为轨 
道角动蛰本征函数（即球函数 6 m ), 把^〜理解为自旋波函数[丼 

中的0 = 士+]: 



w 职？ (二 


1/2 




把 3 j 特 ） 值代入后，即得 : 




ttt- 


1 丄 


J 一 ？ rt 


X 


♦t 



m 十 1 


2j + 2 


X 




— m +1 


W + 2 




*9 3 j 符号表 


2 


2 


(一 1) 


m 


+y 


(2j+l)(2j 十 2) 


Vi 


( — 1) J _n: 




①见前 U Edmonds 的书， 
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2 m 

LT2j+l><2j+2)C2j + 3) J 




- (2j-K)(2j+2>(l；i + 3) — 


j + 3m 十 3 ) 




I 


-2j(^ + l)(2j + 2)(2j + 3) 




C2j + l)C2j^|-2)(2j + 3)(2j + 4> 


3( j -饥一 饵 + |)( j 十饥 + 吾 


UC 2 j _+ l )(2 j + 2)(2 j + 3) 


m 


)( J ’ i + 去 )( 卜 


m 十 l ~) 


(2j + l)Uj + 2)(2j + 3H2j+4> 




续表 


i+i 

i+2 


__^LSmj_ _ 

l(2j l)2jV2j ~~iX2j — 2)(2j + 

一 「 _ G ( j - i ■ m ■ I ■ J ) (j - m - \-1 ) " j " 1 

_2m L2j(2j + l)(2j+2)C2j + a)(2j+4) J 

「 6( j + w—2)( j 丄 m+1)( j_m+2)( j_m+1) ~| 

L' (2j I V)(2j i 2')(2j [ + _ J 



j-\-pi j — 

+ 1)( 2j^2j'(2}>3) 


1/2 


— 2( j i-2m r2) ^ 


__{ j ■ ~ m I ■ 1 ) ( j — m ) 

2 ： K2j+l)(2j_+2K2：/ 十 3)(2J 『十 4) 


「 (j+wi + 2) (j - -m + 2) C j — m n-1K j j ffl) 1 

LC7jH ： T h2j \-2)(2j-\ 3)(aj+l)(SjT&) J 


"6(i —m--lKJ -m)(j 


2 仲 
)( J _ - ■ 

ri >(2 

( j -7 T \ 


K2j + SM2j-i 3)(2j + i)C2j + 5 ) - 


§107 张量的 矩阵元 

§ 29 中曾经得到过物理矢 S 的矩阵元与角动量分量值间的一 
些关系式:.这些式子实际 上不过 是任意秩不可约张量（见§ 的 
某些相应的一般公式的一个特例 ®. 

一个(整数)秩不可约张量的 2 AH -1 个分量按其变换性质来 

① 这个 W 题的分祈见 § 107 —109,其中太部分洁采是由拉 E ； ( aRacah T 1942 - 
1 W 3) 给出的. 
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说等价于 hi 个球谐函数 h …， W 见 § S7 最后一个 
附注)，这就是说，把张是的这组分量适货地线性羾合以后，我们可 
以得到一组量，这组量在转动 卜按 函数组的规律变换.我们 
用代表这组显，称为&秩球张置. 

以的欠 a 为例和矢量诸分量的关系式为 


f 10^^, / 1 ，::「+ _ 7 言 ( 〜士 ^) 

参考(57_7),二秧张显的相应公式为 


f 


En 


3 

2 


心 ,土 On 士化以） 


V -Z~ r ~~ a ” 士 2 iOjj)• 


(m_ i> 


(107 - 2) 


且有 0„ + a „ + d ss = O © 


两个(或更多个）球张 & 可按角动量相加法则构造 
出张量乘积， t ， 心形式上代尜若对应干这两个张量的“角动量”. 
因此可按下式从 h 和^秩的两个球张量构造出 iC = h +4 …， 
⑻一 N 秩的球 张量： 


^(-1)^ — V 2 A^f " 2 J ) f^ s 

兑 i … \?i 9a —V / 

(107. 3) 

(参考 (106. 9 ) 式）.但是，两个冏为 A 秩的张量的标积通常定义成 ff 

(八!7山 C = U ( — w 丄_,， (107. 4) 

这个式子和 [=0=0 的 （ 107 , 3)忒相差一个因子 x / 沉 rr , 可参考 


①之所以要股定为复最仅仅是因为我们采用的是球分 S, 而该张量原来的 
笛卡儿分 S: 都是些实 S. 

* 170 • 



(10 G .2) 式①.这个定义也可改写成 


、一 




?■ 


如果我们注盘到球张量的复共轭为 V (参考 （28. 9)) 

/4 = (—in，— 

把物理量丧成球張盐的形式对其矩阵元的计算特別方便，这 
样一来就能直接应用角动量相加理论中的各种结果. 

按矩阵元的觉义，我们有 


A 'ST' -1 

(107.5) 

ft ' 

其中为系统的定态波函數 T 该态由它的角动量：?‘，分量 w 和 
其佘量子数的集合 n 所描写. （107. 5) 式左右两迈的函数按其变 
换性质来说，分別对应于 （10 ti . 11) 式的两边，因此可以立刻得到以 
下一理选杼 定則： &秩不可约张 R 的分畺的矩阵元，除了满足 
“角动量相加法则” V = 〗 + k 的 jW 跃迁矩阵元外，其余都 
等于零 f 亦即沿子数/，必须满足“三角形法则(构成一个封 
闭三角形的三条边)，并且有 m = 相屮 L 特别是，仅当2»左时， 
对'角元才能不等于零. 

其次, 裉据同样的变换对应，求和式 （107 J ) 中的系数应该和 
(10S. H) 式中的亨数成正比（维格纳-埃伽定理 Wigner-Hckatt). 

这--戊确定了这些系数和 m ， m ' 的关系，因此矩阵元可写成下列 
形式： 

， 3 （107. 6) 

\— m q m / 


_ j ') 如果矢 il ： A 和 B 对应了 1) 式的球张置， J % 和则有 
皆我们承笈一下关丁 （1 _ :)G . S) 式的说明：按此规则，对 U07 . 3) 汊右边的 两个夂 
和 h 秩张让取缸共轭，_使式左的 &秧张 爱也成为其复共轭. 
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其中 代表） 和/中较大的一个， W / II 八1〜>是一些和 m， 
m\q 无关的呈，称为约化矩阵元.这个公式解决了矩阵元和角动 
量分量的依赖关系问题.这个关系完全是由对旋转群而言的对称 
性质所支配的，至干和其它显子数的关系则由本身的物理特 
性所确定®. 

算符组之间存在着下列 哭系： 

ft, =( 一 1广 3 A ，-,， ( 107 . 7 ) 

因此对其矩阵元讲来，下式成立： 

(107. 8) 

把 (107. 6) 代人上式并利用叼符号的性质 （106. 5) 和 （106. 6)，可 

得约化矩阵元的“厄米”关系 ©: 

< 心， WfAnj) = (107.9) 

标量 （】07. 4) 的矩阵元对 j 和 m 是对角的.按矩阵乘法规则 
有 

< n f jm | 

把 (107. 6) 代入上式，利用符号的 IE 交关系对2和V求和后, 
掙到 

<yjm| 

oVUhlk'/'XYTIsMM〉. （ 107.10) 

十丄 n rr j … 

同理易得矩阵元平方和的下列公式 


① 根据这呰结果，立刻可得 S 2& 中给出的矢悬矩阵元的选扦定則及丼公式 
(29. 7), (29. 0) ¥ 

② 定义式 (1 C 7. 6) 夺的桕因子实际上是这#选定讷，使得 C 107. 9) 式成立. 
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(107. 11) 

2 ^ \ Wj r m'\f^\njm}\ 2 

m n mf 

(107.12) 

第 一 式是在给定值下对 3 和^求和，第二式是在给定？值下对 
w 和 W 求和（两式均有 m ' = m Vq ). 

为参考计，我们来考察 A s 就是球谐函数本身时的情形, 
给出它对一个粒子的两个整数轨道角动量志 I 和 L 之问的跃辻 
矩阵元，即下列积分： 

< l 1 m i \ Y l Jl 2 m 2 y ^^ Y l % l YtrJ l 2 T n a do . (107. 13) 


除了角动量相加法则0 十 1 h = 10所赋予的选择定则以外，这个蚯 
阵元还有一个 l ^ rlA ^ h 必须为偶数的规则.这是来自宇称守恒, 
它要求两个粒子态的宇称乘积必须等于所考虑物理量 
的宇称（一 lYCMSSO ). 

(107. 13) 式的那些矩阵元是§ 110中所算的一个更普遍的积 
分的一个特例（是该节附注），它们由下式 给出： 







(21-hi) (21 . --l) (21^ + 1) 

4 jt 



(107.14) 

特别是 ^^ = ^^ = ^ = 0 时,得三个勒让德函数的乘积积 分式： 

*1 "] I i 2 y 

^ o J . (107.15) 
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§ 108 6 j 符号 


§106 中我们定义 3j 符号为 （10S. 4) 式:中对总角动量为零的 
三个粒子波函数求和时的系数，从旋转变换的性质讲来，这个和 
是一个标显，山于这一点，具冇给定丄， u 3 悄（以及所有可能的 
m ' t 叫 ，叫 値）的一组衫符蛩可以看作这样一组 £L 它们在旋转 
下是按乘积的逆步规律变换的，使得整个和是一 
个标量. 

根据这个观点我们可以提出只用 3j 符号构造标量的问题.这 
个标量必须只依赖于 j， 不依赖于随转动变化的换句话说，它 
必能表成对所有的 m 求和的形式，这样的求和式就是两个符每 
乘积的下列 u 缩并”式： 

J ( 108 . 1 ) 
m * • }\-m …} 

[参考标量 (106. 2) 的构造方法 ]. 

由于每个“缩并”针对若一对招，构造一个完整的标量时我们 
必须考虑偶数个巧符号的乘积.两个 3j 符号的乘积缩并时，山 
于其正交性，显然存 


s r 



H 


H 


m 2 — 打 h 


( — ji+ja+ 


=1 卩 1 


ja 




共中应用了 等式叫 + w + m 3 = o 及 （ ioe . 6 h ( ioe . l 2 〕 式.因此 
构造一个非平凡标量所需的最少因子数等于 4. 

每个 w 符号中，三个值 a 成一个封闭三角形.由于毎个 ） 
值必须出现在两个符号 的“缩 几”中，显然，在用 4 个 3 j 符号的 

乘积构造一个杯量时，一起会打6个 j 值组成一个不规则四面本 
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的 6 条棱（图 45)， 每一个3 j 符号 对成于 它的一个面.我们在定 
义所需的栋量时，对其缩并过程照例要用一定的条件，它由下式给 
出： 




h 

一 m 它 



x 






(108. 2) 


式中对所有 m 的所有可能值求和，但由于 
每个符号中的三个 w 值之和必须为本， 

6个讯中灾际上只有3个 饥是独 立的， 

(108. 2) 式所定义的量称为 6 j 符号或拉卡 

系数 

根据定义 (108. 2 ),应用 W 符号的对 
称性质，不难验证 W 符号中的三列进行任 ® 15 

意置换时，或者任意两列的上下指标同时对调时， W 符号保持不 
变.由于这些对称性质，幻符号 中的义 ，…，>可以排列成 24 种 
等价的形式②.此外， W 符号还冇一个不太明显的对称性质，这 
是两组不同 j 值的符号阆的一个等式叫 ' 




① 


② 


文献屮尚 ill 下列 Ui 号 

jVb ) 


"==■ C—])j | +v-+> 




如果把图 45 宥作一个正四 t & i 体，那么 J 的 S 4 护等价罝换可以从该四面体的 


24种对称变换(旋转和反射）获衍、 

@ 见 T . Regge.ll nuovo cimcnto [10]10, 544,1 的8; li , 116,1959 


，275 



jl 去 ()£ + <?、 +)3 - J-0) +je +)2 -) s) 

J 4 1)0 —)3) (^3 — jc + j^—jl) 


(108,3) 


下面给出 6 j 符号与 3 j 符兮间一个有用的关系式，它可从定 
义 （108. 2) 导出： 


X (― 1) 










5 S f 


(108, 4) 


式左的求和顼与 (108. 2) 中的相比少了一个符号.因此我们可 
以说， （108. 4 ) 中的和可用缺棹一个面的四面体（图 45) 代表，这 
一 点确定了它与标量求和式的差别.换句话说，就其变换性质而 
言，它扣当于一个 W 符号,这个符号一定和 （108. 4) 式右边的那个 
3 j 符号成正比.该式两边乘以 


/ 3 \ Ja Ja\ 

\^1 ^2 ^ 3 / 

•• 

并对 m 1> m 2 T 叫求和后，很易求出其比例系数(即该式右边的 
符号）. 


W 符号在下述三个角动量的相加问题中自然地产生. 

设义，九 y a 三个角动量相加后给出的总角动董力 j . 当^值 
(及其分量值 D 给定后 f 该系统的态还没有唯一地确定,它还依赖 
于这些角动董相加的方式(或称耦合方案）. 

例如，我们来考虑这样两个耦合 方案: （1) 先把角 动量义 和久 
相加成为总角动量 j 12 , 再把丄 2 和么相加成为最后的角动量乃 
〈2)角动量夂和 j 3 相加戍 j 23 , 然后由 ）23 和么相加成人前一 
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方案对应 r * j 1£ (以及丄， ，心 i) 具有定值的态，其波函数记 
作(为简洁计肖写丫重复性下标九丸上).同理，第二种 
耦合方案的波函数记作心 £ ^.这两#惜形下的“中间"角动量的 
值 (j ]2 或上 3 )—般讲来都不是唯一的，所以我们有两组不同的态 
(•/和況为给定），它们具冇不冏的 j ia 成 j 2a 值.根据一般规则， 
这两组态的波函数由一定的幺正变换相 联系： 

"— < ： — ' Ojs I (108. 5) 

J.11 

从物理角度看來很明这个变换中的系数全与」 w 无关：它们 
应和整个系统的空 间取向 无关.因此，它们只能和6个角动量值 

有关而与这些炻动量的分量值无关，也就是说 
全都是（前述定义下的）标量.这些系数很易用下法具体算出_ 

重复应用 （106. 9) 式得 

^ = ^-1 〈饥！饥 £3 i J r Jl/)^j 1 i7i 1 ^j aa J7i 2S 

itn ) 

<T72 3 -m u JJitf><m 1 m a I j 口饥 : 少 i j 

( m ) 

O) 代表对表式中出现的所冇 叫 ，叫，…求和，根据函数 Am 的 
正交性，我们苻 

» 

4 

On ) 

式右求和时财 固定， 但; n : 结果实际上 〈理由 已述）与及无 关. 因此 
上式还可对见求和并把求和式乘上一个因孑1/0 + 1)，用 （106. 
10) 式把 〈 m t 7 n 2 j 等系数农为 Sj 符号，得下列表式： 
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< (― 1) jL+Ja+ja "V / (2) 12 + l) (2^3 + 1) ^ 4 K 

C J 3 J Jz ^ 

(108-6) 

利用 6 j 符号与 （10& 5) 式的变换系数之间的上述关系，可以 
很容易地异出有关幻符号乘积之和的某些柯用公式. 

首先，由于变换 （108. 5) 是么正的，且其系数都是实数，所以下 
式成立： 


年 (2; + 1)(2/' + 1 十 : 


)1 J2 J JS J 

；3 jl J J ijl J4 i 


\\ 




(108.7) 


其次，我们来考虑三个角动量的三种耦合方案，其中间和分別 
为 j 12 , i 23 和三种情形下的变换系数 （108. 6) 臬由矩阵的乘 
法规则相联 系的： 


iO\a J j 】3〉< jz 3 I Jai ) ~ Oi ^ I 


■Saa 


( 108 . 8 ) 


把 (108. 6) 代人上式，逋編下标后得 

f Oi jb j j 0^ rz 

j i J2 Ja 
*? 4 *? s *? a 

最后，考虑叫个角动置的各种耦合方案后，可以导出①三个 M 符 
号连乘积的下列相加 公式： 

Ja jz j^Ujz Jx is 

is i j jMji j 


导 (- IV 今切 4 i ))* 7 : 


J ] 32 jii j] )5 

Ja j^S ( j ? Js 


(10 S .9) 


屬 


■:: i) Ji § 1 叫中所引 Edmonds 的书 . 
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( L - C , Biedenharn , and J - P . Elliott , 1953) • 


为参考计，我们给出 Gj 符号的某些 M 示表式. 一般情 形下， 
W 符号可写成下列求 和式： 


ji h h 

ji Jt , 


叫灸丄）心 6)叫4^ 


xS 


(--1) 5 Ut 1): 


h 3' —H) -Js-j^) l 6 — J .‘一 ja — J.&) ! — 一 j 5 _>) i 


X 


X 


0^ 1 ~^jz -hji -I - >5 - ^) j (is + ^3 -f js r^6-^jUj 3 J -ii+j 3 + i 4 —^)! 

(108,10) 

其中 


A ( a 6 c )=- 


(a -\-b—c) l(a — b \-c)l (——a + 5 + c)! 

(a — h -\ c + 1) I 

表 10 fij 符号表 


V 2 


h c l 〔-IV 

0 f b ("\/(^ ： ll){2c-l) 


s^-a + h+Q 


a 


2 


b 


c 


•> 


c [_ r ( s - m <^- 2c +^ 

& + 丄厂卜 ” l{2h-\ l)(2b-\-2)2c(2c + 


TT - 


Ul 


7 

l 


a 


2 


b 


r. 


(-])- 


C_ 2 ’卜 




」 -t)2c(2c + l) 


] 


i/i 


a 


r 


-<-iy 


^fs-MKs — 2a—1)(3 — 2o) Ti/» 


c — 1 h - 


(2i>-l>2i(26+l)<2c — l>2c(2c+l >」 


a 

1 

a 

1 

a 


^ — 1 
b 

c — 1 

b 

c 


b 


I _ r 2(s-l)(R-2a}(s-2b)(5-2c + l) ^ 1^1 

\ ~ { ~ l) L^6(2& ： 0(2 & 4-2)(2^-1)2c(2c"TT)J 


1 

b+li 


二 （一1)， 


(s-2h-l)(s~2b)(s-2c + ^{s-2c+2) 


l )"- 1 — - 


L (2b + Vm+2}(2b^3'){2c-l)2c(.2c+l) 
2 \~ h(b + 


r 


h 


： 2b(2b I i)(2b i-2)2c(2c + l>(2c + ： 0] m 
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式中是对 m 有正整数 s 求和，但分母中不能有一个阶乘出现负宗 
量值. 

表10给出了当一个参量等于0, +或1时的6 j 符号值， 


最后，我们来讲几点有尖用 3j 符号构成高阶耘量的问题. 
w 符号以后的下一个标量，是由六个心符号的缩丼乘积枸 
成的.这些3 j 符号中含有 1S 个成 对的义 闲此所得的标量依赖 


于9个参量久它按例称为9卜符号并由下式定义 Q)(E. R Wigner, 
1951)： 



juzVji^ j 23 j^\ ( 108n ) 

\m is m 2 3 ^aa / 

这个贵也可以写成三个 6 j 符号的乘积 之和： 



l) 2i (2j + l) 



X 





(108,12) 


①根据缩并的一般规则 aos . i ), ( iom ) 式最后三个 y 符号中的 w 应该爲 
有负号并且在：£符分的后商仏:该引人一个内子但足银据符号的 

考 ■虑到 g 前情形下对 9 个 m 的求和纪采子军， 钛得到 （ ioa . il ) 

式的定义. 
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把定义 （108. 2) 代人 (108. 12) 并利用3 j 符号的正交性，可以看出 
(108. 11) 和 （108.12) 式的等价性. 

9 J 符号具有髙度的对称性，它直接来白 (108.11) 式的定义以 
及符兮的对称性.很易看出，把符号中的任总两行成任愈 
两列对调以后，它等于原来的符号乘以（一 1)". 此外， 9 j 符号 
对转贾保持不变，即对行和列的互调保持不变. 

更高阶的标量侬赖于数目更多的 参量义 显然，这个参量数 
一定是3的整倍数(3心符号）.我们不在这里讨论这些贷的性 
质.只指出一点，当对毎一个 n 值来说存在荇不止一种 
3 W 符号，彼此不能互和约化.例如时，存在着两祌不间类 
型的符兮①， 


§109角动量耦合表象中的矩阵元 


我们再来研究由两个部份 (把 它称为子系统1和2 ) 所组成的 
一个系统，令 为厲 于访一个子系统的球张董.根据 (107. 6) 
式，它对该子系统的波函数而言的矩阵元为 


= Eluj 



m / 

(109. 1} 


我们的问题是要计算这个量对整个系统的波函数而言的矩阵元， 
看它能否用 （109.1) 甙中出现的约化矩阵元表示出来. 

整个系统的态是由量 f 数 (/ 和 i */ 是整个系统的 


①关于 9j 符号的理论以及3衫符号的性质问理，吏详细的论述可以参考前引 
Esmonds 一书屮的文献以及 t L-^. bhucoh , B. Ti. 所 Hi 功 

垃理论的致学工具” 一书 t M aToMaTH^eCKEit annajp at KOiOTOcura 

IljaJTLHlOCj I9G0) 
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角动置及其分量)确定的.由于属于子系统1,它的算符与子 
系统2的匍动 M 算符对易.所以它的矩阵元对 j 2 是对角的，它对 
子系统2的其余量子数〜也是对角的.为简洁计,我们可以省去 
(九 &) 这两个指标而把所求的矩阵元写成 


■(心 

根据 （ 107 . 6 ) 式，它与 Jlf 的关系由下式 给出： 

=i\-iy^ ^ 二 〈心 

\—M q M / 

" ( 109 - 2 ) 

为了确立 ( 10 S . 1 ) 和 （ 109 . 2 ) 两式右边的两个约化矩阵元之 N 
的关系，我们可按矩阵元的定义写出 


= S (- 1 V 卜 w 4 V C 十 1 ) ( 2 J + 1 ) x 

t 

x ( fl , H J M X h H 

\m ] m 2 ~-M /\m^ —M / 

把 （109. 1) 和 （ H )9.2) 代人上式并把所得的结果与 （10 S . 4 ) 式比较， 
我们就可以看出， （109.1) 和 (109. 2) 式中的两个约化矩阵元的比 
值必须与某一个 6 j 符号成正比.把这两个式子进行精确比较以 
后即得下列最终衷式： 

W,rifT\n,j x jy = 

=(— ” + ^V(2p/-|- 1) (2J r +I) 

X |f / 十心 a (109. 3) 


• 1S2 * 



式中的是指 jl 和 X 中较大的一个，是指 J 和，中较 
小的一个.对 M 于 /. 系统2的球张贷讲来，类似的约化矩阵元公 
式为： 


<<? vi/n 叫 v >= 

=(— ■ 了 u 1 ^ V (2 X i-1) (2,r 4-1) 

(J > 

(109. 4) 

(109. 3) 和 （109, 4) 式之问缺乏完全的对称性[表现在 （一]) 的指数 
幂中:].是由于波函數的周相和角动货的和加顺序有关.当我们同 
时计算这两个子系统的矩阵元时 f 必须记住这个差别. 

其次，设 即 为属干不同子系统的两个&秩球张量（这 
两个张 ii 因此是对舁的）的标积[见定义 <107. 4)] t 求出这个标积 
对整个系统而言的矩阵元表式进很有用处的.根据（1价. 10) 式, 
这个矩阵元可以通过每个张 M 的约化矩阵元（对整个系统的波函 
数而言的约化矩阵元）用下式表达 出来： 


jiJit/ J (iV >/?)) 」 n l THj ] j 2 JMyr= 


=^ <心 ■: A 1 ) il mV " > <& V /f m 2 

^ 十丄 jii 

这里应川了这样一个事实：属 T - 个子系统的物理量的矩阵对另 
一个子系统的; ET 数是对馆的.把 (109. 3) 和 （109. 4) 代入上式并 
应用求和式(108, 8)，即得所求的公式，这个公式是用每个张最和 
对于所属子系统波函数而吉的约化矩阵元来表出的标积矩阵元： 


I OWL 3 ))0[> 1 於 I 机 



* JS.3 


* 





(109. 5) 


§110 轴对称系统的矩阵元 

属于对称陀螺型系统的物理量矩阵元的计 I ?基础，是三个 £► 
函数连 染积的 一个积分表式. 

为了导出它，我们回到展开式 （106.11): 

上式两边作坐标的有限转动变换，毎个兩数 P 按 (58. 7) 式变换 
后,就有 


Y D= =S 

TTtim ； J J J 

现在把式右的… W 表成展开式 （ W 6.9) 并分 別比较乘积 Vim 
前的系数，得到关系式 


M 尸 m ( 似） (^>) = ^yxm[m i 2 \jm f yPjJLi^) 

11 I 2 ■ 


( 110 . 1 ) 

其中的 + m r — m [^ m 2 f 如代表三个欧勒角 0(， 卢， y * 


用 3 j 符号表出，上式成为 

C (C /的 

(巧十 Dp 义 5 Y h 
i \ m ^ ml — m f Amt 


J 2 




( 110 , 2 ) 


其中还用到 i ? 函数的性质 ( SS . I 9 ). 


( 110 . 2 ) 式两边乘以汉 4 U- m (岣并用正交式 ( 58 . 2 0 ) 对 0 积 
分后，得 
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式中的指标已按 M 然方式重新命名，使得结枭更呈对称 . 这就是 
欲求的公式 ©. 

令为属于陀螺的一个&秩球张量，在固定于陀螺的坐标 
系<〆，/=匕77,€屮 （（ 沿陀螺 轴)： 例如电多极矩张量或磁多极 
矩张量.令为这个张量在定坐标系 m3 中的分量，两者的 
关系由有限转动矩阵给出： 


(110.4) 

fl F 

描写整个系统转动的波函数，它与 D 函数的差別仅在于归一 
化： 

W ⑽， (^110-5) 


式中 j 是系统的总角动量， m 是沿固定 z 轴的分量, P 是沿陀螺轴 
的分是；相因子是这样选定的，使得 j 为整数并且 /i = 0 时，函数 
(110.5>变成自由角动量的本征函数（参考 <103. 8) 式)，计算张量 
(110. 4) 相对于这套函数而言的矩阵元时，可用 （110.3) 式，并用 
(58.19) 表出 D 函数的复共轭，我们得 




( 110 , 6 ) 


①对整数懷 = iu 和 is » 以及 = = 函数按 (5 B . 25) 

化成球谘函数， （110.3) 给出了三个球诮函数妁连乘枳的积分表式 （107*14). 
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其中 = 〆 一； i , g = — 

此式给出了所提问题的解，它表出了矩阵元与角动量 i , /及 
其分量％ W 的关系.与量子数 A 〆 的关系当然是不确定的，它 
们的值与系统的“内”态有关，“内”矩阵元〈 〆 f /,^1 JU > 就是取的内 

态. 

矩阵元 (110. 6>与 ' W 的关系，当然和总角动量为给定的任 
一 系统中的情況相同.按〈107. 6), 利用约化矩阵元把这个依赖因 
子分离出去以后，得约化矩阵元的下列 表式： 

OV 仏 = — 1 )、以 VW+TTW+If x 

C ⑽ 7 ) 

对于一个给定的你,矩阵元 (110. 6) 的槟量平方对 W (以及对 
q = m f - m ) 求和后与 m 值无关，按一般规则 (107. 11) 它等于 

V \f t 9 \j^m>\ 2 = -^TTl <f^UJ J»l a 

-(2/ + i)(_；；* (no.8) 

3 坐耘系中的约化矩阵元 （110. 7 )的厄米关系（〗07. 9 )， 
是和 L 4系中的矩阵元关系 (107.8) 

一致的，这是我们预料到的. 

这个轴对称系统的转动和一个双原子分子（或共轴核）一样, 
只用定义轴线方向的两个角=的来描写.这种情形下的 
转动波函数与（110, 5 )式的差別就在于缺少一个因子 / V 2 ^ f 
可参考§82中第二个附注.可是，这个差别并不影响矩阵 元：由 
于函数 & m ( a ， A V )与 T 的关系可用因子 ^ m，r 表出， ( HO * 3) 式 
可以写成 

0) Z ^‘（ a , 良 0) 
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/ j 3 y ^\ 

其中这个积分的 t _ 卜算结果井没有变.角动量轴 
分量的选择定則仍和以前( 〆 一#=«')—样，来自电子波函数的正 
交性（由于分子对 S 轴的对称性 ）* (110.6) 和 （110.7) 式中的 
< Vj/v I / O 现在必须理解成为对静止核的电子态而言的矩眸元. 
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第十五章磁场中的运动 


§111 磁场中的薛定谔方程 

具有自旋的粒子尚有某种内稟”磁矩 h 它的量子力学算符 
与自旋算符 S 成正比，可以写成 

\i ― fis/S , ( 111 . 1 ) 

式中*是粒 - T 的自旋值， p 是标志粒子的一个常数+磁矩分量的 
本征值为因此系数 y (通 常把# 称作磁矩值）就是化 
的最大可能值，当自旋分量 a = s 时达到此值. 

给出了该粒子内禀磁矩和内禀角动量的比值（当两者都 
沿 s 轴时）.对于通常的(轨道）角动量，这个比值为(见<场 
论》，5 44). 粒子的内禀磁矩和丼自旋间的比例系数则不同，对于 
电子，它 等于一 | e 丨 / mc ， 为通常值的二倍，理论上可从狄喇克相对 

论波动方程求出（见卷4, §33). 电子(自旋的内稟磁矩一心 
因此为 

pi B = \e\n/2mc = 0 S 7 xl 0 ^ 2t> 尔格/商斯. （111.2) 

Mb 称为玻尔 磁子. 

重粒子的磁矩习惯上以核磁子为单位，此单位的定义为 
en/2m r c, m, 为质子的质量.实验上测得质子的内稟磁矩为 2.79 
核磁子，其方向与自旋平行.中子的磁矩与自旋反向，数值为 1.91 
核磁子. 

应该注意的是， （ m . 1) 式两边的 H 和 s 应该是同一类型的矢 
量：都 是轴矢电偶极矩的奥似方程 d (= 常数 xs ) 将和坐标系 
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的反演对称性相矛盾 ：反演 后式子两边的相对符号将会改变叭 
在非相对论量子力学中，磁场只看作外场.但粒子间的磁作 
用是一种相对论效应，需要用统一的相对论理论加以考虑. 

经典理论中，电磁场中带电粒子的哈密顿函数为 





2 十… 


是场的标势， A 是矢势, P 是粒子的广义动量 （见 <场论> § 16), 如 
果粒子无自旋，可用通常方式过渡到量子 力学: 广义动量必须改为 
算符我们得哈密顿箅符 © 





e 


c 


A Y + etp, 


(111. 3) 


另一方商，如果粒子有自旋，上述手续是不够的.这是囡为粒 
子的内稟磁矩直按与磁场相作用.在经典的哈密顿函数中，这种 
作用并不存在，因为自旋是一种纯量子效应,在经典力学极限下消 
失.哈密顿量的正确表式是在 （111.3) 中外加一项一 后得到 
的，这一项相当于磁矩 P 在磁场 H 中的能量.因此有自旋粒子的 
哈密顿算符为 ® 

y —jl.H + eip. (111. 4) 

展开平方项一时，注意^一般和矢 i A 不对易， 


后者是坐标的函数.我们必须写成 




P 


e 


2m \ 2mc 


(A*p -hp h A ) 十 


€ 


2mc 2 A 


(111*5) 


①这种方程(假如装本粒子存在一个电矩）也和时间反谀对称性相矛盾:时间反 
号时 d 不变，徂自旋变号（为明显起见，我们以这些董在轨道运动中的定义为例 ，牝时 i 
中只含坐标,但 角动* 中述含有粒子的速度）. 

© 广义动董在这里和普通动霣采用同一符号 P (不用 （ 场论 >S W 中的 P )， 是:为 
了强调它们对应于同一个算符. 

© 进％和哈密撖算符用冏-字母不会混淆，因后者总加有号. 
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根据动量算符和任怠坐标函数的对易规则 （16. 4)， 我们冇 

A~A*p: — McJivA. (111. 6) 

故当 divAsO 时 G 和 A 对易.这一点对均勻场成立，它的矢势可 
表成下式： 

A :=+ Hxr _ (111.7) 

具有哈密顿算符 （ nid ) 的方程是存在磁场 
情形下的广义薛定谔方程.这个方程中哈密顿算符所作用的波函 
数是一些 2 s 秩的对称旋量. 

磁场中的粒子波函数不能唯一地定义，因为场势的选择不是 
唯一的，它们只能确定到相差一个规范变换为止（见《场论\ 

§ is )； 

A—A-i_ W ， 驾， （ 111.5) 

C dt 

其中 f 是坐标和时间的任意函数.这种变换并不影响场强的慎， 
因此不会在实质上改变波动方程的解，恃别是，丨#1 2 —定保持不 
变. 不难证明,如果对哈密顿算符作 （111. 8) 式的变涣同时对波函 

数作下列变换，则原方程保持 不变： 

^>^^QXp(ief/he), (111.9) 

波函数的这种非唯一性并不影响到任何一个具有物理意义的量 
(此量的定义中并不显含扬势 h 

痉典力学中，粒子的广义动量和速度的关系为 

«iv—p—cA/c, 

为了求出量子力学中的算符^需要求出矢量 r 和哈密頓算符的 
对易关系.简单计算后给出~ 

/V 、 

wr = p —eA/c, ( 111 . 10) 

这与经典表式完全类似.至于速度的分量算符，我们有下列对易 
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规则 


{v 9l v,} = i(eh/n^c)II xt I (111.11) 

{v 9 , v x ) ^ iieh/m^c) U r3 ) 

上式很易直接验证.我们看到，在磁场中，（带电)粒子的三个速度 
分量并不对易.这意味着粒子三个方向的速度分量不能同时具有 
定值. 

挡在磁场中运动时，只有场 H (以及矢势 A ) 反号才能有时间 
反演对称性，这意味着（见 S 18和§ 60)，薛定谔方程 洽取 
复共轭并把 H 反号后，其原有形式保持不变.这可很明显地从哈 
密顿算符 （ H 1+.1) 的所有各项(除了 一& H 这一项)看出 • 薛定谔 
方程中一这一项在上述变换下变成由于^不间 
于一 I 初看起来对称性被破坏了.但应记 ft ， 波函数实质上是一 
个旋量 〆 〃，时间反浪下，一个逆变旋量必须改为协变 fe 量（见 
§ 60), 故茌薛定谔方程中 一^ HC _ 变成 ... 利用定义 
(57.4), (57, 5) 很易看出， 算符& 作用在协变旋量分量上的结果, 
与算符^作用在逆变旋量分量上的结果相差一个符号，因此时间 
反演操作导致的分量也， .. 的薛定 tf 方程，与原来的的方程 
具有同一形式. 


§112均匀进场中的运动 

我们来求恒定均勻磁场中粒子的能级（朗道， 1930). 均勻硪 
场的矢势此时最好不取 （ in . 7) 式而取下列 形式： 

A x =- Hy r A ,^ A x ^ 0 t (112.1) 

I 

磁场方向已取作 ^ 轴. 

哈密顿算符则变成 
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2 m 


+6 丑冬> +起 如 髮—4 


2 m 2 m 8 


LH 


( 112 , 2 ) 


首先，我们注意到算符心是和哈密顿算符对易的，因为后老 
不含自旋的其它分量算符.这意味着『1旋的 。分量守恒， 从而夂 
可用本征值^=7代替.随后 T 波函数与自旋的关系成为不重要， 
薛定谔方程中的0可取作普通的坐标函数，这个函数的方程为 


2 m 


p x + f 2 + p z 2 ip 一 = 

C / 3 


(112,3) 


这个方程的哈密顿算符不显含坐标 r 和么因此算 符么和 
庆(对 iF 和 <5的微分算符)也和哈密顿算符对易，亦即广义动量的 
方和 S 分量是守恒量，由此可把0取成下列 形式： 

妒4卜 1 X ( u ). (112. 4) 

本征值兔和晃取一 oo 到+ co 的所有值.由干土 = 0，广义动量 
的 s 分量等于普通的动量分量 mi ?„ 因此粒子速度沿磁场方向可 
取任意值，我们可以说沿磁场的运动是 “非量 子化”的+ 

(112. 4) 代人（II 2 - 3), 得函数的下列方程 

(112.5) 

式中记号办=以及 

\ e \ Himc , ( 112 . 6) 

(112. 5) 式形式上等同于频率为叫的线性振子的薛定谔方程 
(23.6). 因此可以立刻作出结论， （U2. 5) 圆栝号内的表式相当于 

振子能量，它具有本征值(》+ +)*叫，而 ft = 0，l， 2 t .“… . 


由此我们得到均勾磁场中粒子能级的下列 表式; 




2 — M 


•匕 <lH 

8 


(112. 7) 


192 * 




第一顼给出的是分立能置值，对应于垂直于磁场的平面内的运动, 
这些能级称为朗遒能级.对于电子 ， Ws = -\ e \ h ! mc ， ( 112 . 7 ) 
变成 


E 二 


R + y + <7 



( 112 , 8 ) 


与能级 （ 112 . 7 ) 相对应的本征函数/(夕）由 （ 23 . 12 ) 给出，适缉 
改变记号后得到 


x n ( y ) - 


1/4 «VV 2"nl 


exp 


O 一如）么 


2 ci 


II 


n 


y —如 
a H 


( 112 . 9 ) 

其中 « jt = 

经典力学中，粒子在垂直于场 H 的乎面（呼平面）中作圆周 
运动（圆心固定）+量子力学中守 S 的办枏当于经典的圆心坐标. 
^ cp s ell - b<c 也是一个守恒量，很易看出其算符与哈密顿算符 
(112.2) 对易.％相当干圆心的经典坐标 a ®. 可是 A 和 仏算符 
不对易，换句话说，坐标％和办不能同时取定值. 

由于（112, 7) 中不含仏，假定它可取连续值，能级是连续简并 
的.如果对乎面内的运动局限在一个很大的但是有限的面积 
只二 L X L ，内， 简并度就成为有限的. Ah 区间 内仏的 可能值（现 
在是分立的）的数目为 ( Lj 2^ h ) Ap £ . 当轨道中心在 S 内时所有 

这些 K 值都是允许的（与很大的 A 值相比，我们略去了轨道半 
径），从条件0<妁<心得 = 〜 因而态数 （ n , Pl 给定) 

为 eHSf 2 nhc t 如果运动区域在;？方向也是有限的（尺度為4)， 


③在画半径为是速度在邛面上的投影，见 《场论 >, S 21) 怕经典 
运动中，我们有 

jp — — cp*/eJJ — — cm - u */+ 

由此可知，的是圆心的 J 坐标.另-坐标为 

X% ==■ cflitf ； e// *4 3? —— cp,/ 
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在区间内 h 的可能值的数目为(4/2；1^)么/) 4 ，此 E 间内的态 
数为 




( 112 . 10 ) 


对于电子，还有一个附加简并： （112.8) 中\ 和 ft + l , 

— ^■的能级相同. 


例 题 


1 - 术均幻磁场中的电子状态波函数，谅态中电子沿磁场方向的动最和 
角动量具有定值. 

m 取^軸沿场的方向，在 柱坐标 p , 中，矢势的分量为 


2 


也 = 』广 :0, 薛定谔方程为 ® 


n 1 


2 M 


3 


P 9P 


( 普 )+04 劏 - 


取解的形式为 


⑴ 






得径向函数的方程 


各) +[ 


E 


PI 




P z / ' \ ~ 2M 3 … 2 

定义一个新的独立变童 S 二 ( M ^/ 2h ) P \ 可把上式写戍 


% COt 4 f ^ 


fl =0 


呢 + 纪 + ( — P — ^it = 0. 


m. 


当 


卜士 mi 

左 — OO 时，所求函数的行为犹如而当 1—0 时犹如铲因此 


①电子的电苟写成 c 二 - |*|，电子质： fitd 作 itf 以便和角动 fim 相区别.此題申 
自陡项不重要，故省去. 
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可令 


R (|> 


的方程被下列合流超几何函数所满足 


如果波函数到处有限，併！一+必须是一个非负整数％.能级就由下 
式 给出： 


f _卜-中 m |+十 +) + - 為 

它等价 +( H 2.7). 相应的径向波函数为 




(( | + ! 


rtiiV 


7j ■ 


■XF(—r^ 1 饵 f f !,PV2 而 


exp (〜 忌) ㈣ 


(2> 


其 中知二 Va / ju 叫 t 上式 E 按下列条 ftn -化: 


fR^PdP - 1- 

n 

此处的超儿何函数是一个广义拉盖尔多项式， 

2. 求对应于电子束缚态的最低能级，该电子处于浅势阱 
h ” ma \ a 是阱中的力程）及…个均勻磁场中 GO . A . Bw -4 K 0 B ? 1960) + 

m 对场 u ( r ) 所设的条件保证了（磁场不存在时）微扰论可用，此时肿 
中沒有束缚态 （545). 当有磁场存在时，只有对垂直于 H 的平面内的运动, 
才能把 VO ) 宥作微扰；加上 G 苊该运动的能谘（分立)性质不变^但沿 H 方 
向的运动性质发生了改变，从无限运动变成（见后面）有限运动，亦即能镨从 
连续变成分立 . 对后-种运动讲来，势肿之场不能用微扰论处理. 

据此，当把薛定谔方程(题1的<1) 式， 但 fe 边加了一项分离变量以 
后，较向函数及（⑺仍呈上趙的 (2) 式，最低能级对应子最 子数％ = m = 0 .把 

代入 薛定谔 方程，乘以 /^( P ) 并对 PdP 积分后，# /⑴的 

方程 


丼中 d — 


y 






(3) 
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U{z) - I U(^'^rp2) BUiP} PdP. 

- 0 

m 仍为粒+质量.上式与势阱 (70) 中能量为 e 的一维运动薛定谔方程具有 
相同的形式，因此可以莳单地利用§45题1的结果，按该题得分立能级为 


e ^~^ j ^ UCz)dz ] 

一^[厂 (4) 

波函数 fig & { P ) 在距离 P 〜知 处衰戚.如果磁场很弱使得办上式对 
P 的枳分主要在区间内，在此区问内可令、 ⑻〜札 D (0) =〖 Mf ， 于是 


me a /? a 


^ UiridvJ , 


⑸ 


其中 dV =2 jtPdPdz ^7 tr 2 dr m 相反地，在强磁场情形下，当时， （4) 中 
的积分主要在 P ^ s 内，此时可令 C/wV + P 1 ) ^ U ( z ) m 对 P 的积分就忆 
成对艮。函数的归一化积分并等于1,故 

-警 (「 U ⑶心)' (6) 

这两种情形下，对积分的沾汁给出 

3. 求磁场屮的氢原子能级， U 磁场很强使得€^«知，知为坡尔半径 


(R. J. Elliott and R. Loudon ， I960). 

解 按所述条件，在垂直千 H 的平面内核库仑场对电子 
运动的影响可以看作小的微扰，从而回到题2的情形， （3) 式可用，但 


E 7( js ) = 


rsuipyp 

) 0 VP 2 + Z 2 


dP t 


(7) 


此式中写进私。径向函数，我们只是考虑纵向运动的能级，保持橫向运动为 


零朗道能级 

基志狡函数 A 00 延伸到 MIS 和距离处并在该距离内交化级慢（没有 
零点，故在^=0处不等于零 h 因此最低能级满足§ 4 5题1中所用的条怦, 
从而 (6) 式可用， （6) 式是以该通之解为基础的.积分的对数发 散可# 上限 
Ml 〜叫和下限 hl 〜 a ff [这里的 U [〜 P ， （ 7) 式中不允许用 丨丨 [ 代替 
处“截断结果为 



2 me i 


\ og ^ = 



2 h z 


log 2 


m 2 c j e l* 


( 8 ) 
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此式具有所谓对数准确性.这里不怛假定了比值很大而且它的对数 
也是很大的.对数的宗量中有一个数值因子仍不确定. 

分立馉的激发志是由疗00 w -0>[从 z ^ a & » P 的〈7)式中得出：]的薛 
定谔方程<：3)中解出的，但此式作变换后可化成 


1 d 

2m z 1 dz 



dz / 



⑼ 


这与三维库仑问锂中 a 态的径向波函数方程扣 M ， 因此所求的能级由 （3 S . 10) 
式给出： 

£„ ^ (10) 
其中 n = ，…， 此式也只有对数准确性.下一级改正项与主项相比将足 

很小的，比值只有 lflo S ( a B / a s ^. 

(9) 式只给出了 =>0的崁函数.它可延拓到 z < o 的区域内成为; f (_ s ) 
= X ( z )^： KXC - z )^- X ( z ) 9 在这#近似下 t 能级 O 0) 因而是 双重茼 井的. 
但在对(和/%)而言的更商次近似中，双重简邦被解除. 


§113磁场中的原子 

我们来考虑处于均匀磁场 H 中的一个原子.它的哈密顿算 

符是 

+坦 A(r„)i + C7 +1^H .§， （ 113. 1) 

~ *i_ c 」 me 

式中对所有的 l 子（电子的电荷写成一 let ) 求和, U 是电子之间以 
及和核的相互作用能量,§ = 2^是原子的总(电子）自旋算符. 

如果磁场矢势取 （111. 7〕式，则已指出，此时算符$和 A 对 
爵.展开 （ 113.1) 中的方括号井用力。代表没有磁场时的原子哈密 


顿量，我们得 


a a 


把 （111. 7) 的 A 代入，得 

|e| 


H = 】 h 十) 




a 


xp fl ! 


e 


2 


8mc 3 


s(Hx0 'i ^ H :§ 


a 


• 197 * 



但 LXp a 就是电子的轨道角动量算符，对所有电子求和后给出了 
原子的总轨道角动量算符 aL . 故 

hd +2§) • H + 吾 S( H xr «) 2 ， (113. 2) 

a 

是玻尔磁子.^符 〜 ^ 

+ 2 会) (113.3) 

可以看作原子的“内禀”磁矩算符，它在没有磁场时也为原子所 
具有. 

外磁场分裂了原子的能级并且解除了对总角动量方向的简并 

I 

性(塞曼效应）.我们来求原子能级的分裂值，该能级的八 I 和沒 
等量子数具有定值(亦即假定能级属于 is 耦合 情形， 见 §72). 

我们将假定磁场很弱，以致比原子的能级间距包括精细 
结枸间拒在内要小得多.此时 (113. 2) 中的第二和第三项「 I 看作 
微扰，未微扰能级就是多重项的各个成分.一级近似中可以略去 
第三项，因与笫二项的线性项相比它是场的二次项. 

在这种近似下，能量分裂值 A 互是由微扰项对总角动量沿磁 
场方向分量具有定值的那呰（未微扰）态求平均值得到的.取磁场 
方向为2轴，我们有 

A 瓦；〜丑 （ L 十 2 S Z ) = M B H ( J z + 义） • （113.4) 

平均値 J * 正好等于所给本征值 m 平均值艮可用分步平 
均法（参考 §72) 求出.作法如下. 

筧符§先对沒、晃和^值固定但值不固定的原子态求平 
均.平均以后的算符定和标志自由原子的唯一守恒“矢量” i 
“平行'、因此可写成 

1=常数 xJ , 

这个式子是纯约定的，因为 J 的三个分 量不能 同时有定值，它的 z 
分量可直写成 
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常数 xjp 常数 xJlf,. 

前式两边乘以 J 后得方程 

孓 J j 常数 X = 常数 XJG / + 1). 

把守恒矢量 J 放进平均记号内得百 ■ Jz ^ 7 . 平均伉$5在 IA 
S 3 和其有定值的态中等于它的本征值 [参考 (31. 4) 式] 

从以上第二式中求山常数代人第一式后，得 

S, = MjJ-S/3 % m (113,5) 

汇集以上诸式并代人 （113. 4) 中，得到分裂值的最终表式： 


其中的 


AE = fi n gMj/H 


__ 1 , J(J + 1 ) -L(L+l) + 

ff 一卞 2 J(J 十 1) 


(113.6) 

(113.7) 


称为朗德因子 aandelacfor ) 或回转磁因子.无自旋时⑺因 
JfHJ = L)g = l ; 乙= 0时（故 >/ =及）？ = 2 ①. 

(113.6) 式给出了 2 J + 1 个 ……/ 的不 

同能量值.因此磁场完全解除了关于角动量方向的能级简并，与 
电场不同，电场保留的两个能级不分裂侣 
是，当？ = 0时， （113. 6) 描述的线性分裂不再存在,即使/关0的态 
如就是这样. 

我们在§76中看到，电场中原子能级的位移和其平均电偶极 


(1) 由一股公式 (113+&) 和 ( U 3. 7) 所描述的分裂通常称为反常塞髡效应.这个不 
合适的名词的产生是 ft 于电子的自旋未发现以前人们把 013. G ) 中的效 应看作 
是正常的+ 

② § 76中对 rii 场所作的论证对磁场并不成立.原因在 TH 是一个轴矢因 

此对包含它的任一平面的反射， H 要变号.所以由达个操怍所得的两个态分属了不同 
场中的原子，不是同一场中的原子， 
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矩之间存在着一定的关系.磁场情形下也有类似的关系.经典理 
论中，带电粒子系统的势能为一 P 是该系统的磁矩，量子理 
论中，要用相应的算符来代替,故系统的哈密顿算符为 

应用 （11. 16) 式，以场//为得磁矩平均悼为 

Ji z -^— d ^ E / dH , (113. S ) 

其中是所给原子态的能级位移.把 （113. 6) 代入上式,我们看 
到，在角动量的 z 方向投影见/具有定值的原子态中，该原子沿3 
方向的平均磁矩为 


"S? 馬. （113.9) 

如果原子既无自旋又无轨道角动量（及 = i=0), 不论在一级 
近似或任一髙级近似中， （113. 2) 式中的第二项不产生能级位移 
(因为 L 和 S 的矩阵元等于零）.在此情形下，整个效应来自 （U3.2) 
中的第三项.在微扰论的一级近似中能级位移就等于下列平均值 

A ^=84rS(H'x"r7)T (113*10) 

a 

今0是1和11的夹角，对 r。 的各个方向 
求平均，我们有^^ = 1一7^ = 2/3(1 =苫= 0的状态波函数是 
球对称的，因此对方向求平均与对距离 r a 求平均无关) ，故 

^=^ Ht (HID 

a 

由 （11 3 .8) 算出的磁矩现在和场 J? 成正比（对！>=汶=0的原 
子，无磁场时当然不会有磁矩).把它写成/丑的形式，我们可把 
系数文看作朗之万公式 （p, Langevin，： ⑽ 5 )所给出的原子磁 化串: 

/—‘d ⑽ - 12) 
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它是负的，亦即原子是抗磁的①. 

如果 J 二0但 S - L ^ o , 场的线性位移还是等于零，可是二级 
近似中微扰 一 hr H 的二次效应超过了 （113. 11) 的效应@，这是因 
为根据一般公式(3& 10 )，能量本征值的微扰论二级改正顼是一个 
求和式，其中各个求和项的分母中含有未微扰能级的差，目前情形 
下它们是能级的精细结构间距，都是一些小量.我们已在 S 38 中 
指出，二级近似的基态能级改正项永远是负的.因此基态中的磁 
矩永远是正的，亦即 J = 0, L = S ^ Q 的基态原子是顺磁的. 

强磁场中，心好差不多等于或大于精细结构间距，能级的分裂 
情况与 (113. 6) 和 （113. 7>预言的不同，这种现象称为 帕那-巴克效 
应 （ Paschen-Back effect ), 

当塞曼分裂远大于精细结构间距但仍小于不同多重项之间的 
间距时,能级分裂值的计算是很简单的（和以前一样可以证明，哈 
密顿算符 (113. 2) 中的第三项与第二项相比仍可略去>.换句话说, 
此时磁场中的能量远超过自旋-轨道作用®.因此可在一级近似中 
略去自旋-轨道作用.轨道角动量的投影和自旋的投影 Is 就 
和总角动量的投影一样都成为守恒量，故分裂值由下式 给出： 

(113. 13) 

多重项分裂是迭加在磁场分裂上的，它是由 （72. 4) 的 AL-S 
算符对具有给定值的态求平均后确定的（我们考虑的是 


① 托马斯-费密換型不能用来计算电子离核的距离的均方值,尽管托马斯-费密 
密度为的积分式 Jnr ^ r 是收敛的，仉收敛太慢,结果与实验相盖较远. 

② 5 时 ，对干 Ai，A L , J 士 1的跃迁，其非对角跃迁矩阵元 A 

—般讲来不等于零， 

@ 对于十间情形，当磁场效应和自旋-轨道作用差不多大小 的时候 ，能级分裂的 
—般丧式无法算出，《二+时的计算见后面的例题 1. 
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自旋-轨道作用引起的多重项分裂).给定了角动量的一个分量值， 
其它两个分量的平均值就都等于零.从而因此下 
一级近似中的能级公式为 

Afe T = u. b M(M l + 2M s }-\-AM l M s . (113.14) 

计算任怠耦合型式(不是 IS 耦合)下的塞曼效应是不可能 
的.我们只能说，这种分裂(在弱场中）和场//成线牷关系井与总 
角动量分量成正比，亦即呈下列形式： 

(113. 15) 

式中的？ w 是标志所考虑谱项的某些系数，《代表标志该谱顼的除 
J 以外的所有量子数的集合.这些系数虽然不能分別算出，但有 

可能得到一个有关:的实用公式，式中对具有给定电子组态 

n 

和总角动量的所有可能的原子态求和. 

根据定义 

— ^j \ \ nJ 3/j >， 

另一方面,其中 9 S lj 是 ls 耦合的朗徳因子 （ m . 7)] 是用 

不同的波函数完备组算出的下列对角矩 阵元： 

^ SLJMj f L z + 2 S s j SLJMj } . 

这两组波函数可通过线性么正变换相互得到，但是这种变换不改 
变对角矩阵元之和 （§12). 因此有 

9nJ^J = ffjff 
n s. 1 

由于！^和与 I无关，故得 

二 ^^9sLjf (113.16) 

n L 

式中对所给电子组态中具有给定*/值的一切可能态求和.这就是 
欲求的哭系式. 
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1. 求汶 =+ 的谱项在帕邢-巴克效应巾的分裂. 

癣微扰沦中需要同时考虑磁场和自旋 a 道作用，即微扰算符为 ® 

作为零级近似的原始波函数，我们取 M z ， 见 s 具有定值 （ i 给定， 

M L = - U ' 士 +) 的这套波函数 . 受微优态中只有 I 三 

+ ^是守恒是 （ P 和又对易），囡此分裂谱项的备个分量具有确定的 H 
土 ( i + H 这两个值每个只能以一种方式出 现：即 = 

厶+>和|…二一+ >. 具有这两个 J / 值的态,它的能量改正值笱单地等于 

这两个 | uyv > 的对角元其余的 Jtf 值每个都能以两 
祌方式出 现：即 和此时对应于每个赉 有两 t 

不同的能最值，它们是由以 I :两态 N 的跃迁矩阵元所组成的久期方程确定 
的- 

L . S 的矩阵元可由矩阵的直接相乘算出， 
并且有 

CH IL ， S J D 二 M r M 没 

■ y |l ' s1 ^' {' 3 l ) 

+ 奸 h _ i ) 

_ _ •- -• - ， P .. _ - - 

- W( L l - Ui iX L - M + i } 

①我们没有把正比于 ( f .§) a 的项（自旋-自旎作用）包括在 安内 . m 应记住 、当 
tm 由干泡利矩阵的特性 m s sr >) n 可把广化成 Cs , 从而包栝在所 

U 

写的 P 的表式 1 卜+ 
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无硪场时，该讲项是双线，共两成分问的间距为见 

(72.6). 我们取共中的较低能级作为能董的原点，于是在磁场中的能级最 
终表式为 


E = B ± f i B H ( L ^ l) r 对千 士 




4( d +" yn + 


M=L 


2 t 1 


2 Zr +1 

i+ +. 




当时有 




2 L +1 T ^ r 『 _ —2 L+l 

这与 （113. 6), (113. 7) 式一致(令该式中 S^ y J = L ±^y 当 hH/Ol 
时，我们有 

^^^/^：4)+ T e ± 2 iTT * 


这与 （113. 14) 式一致. 

2* 求情形 a 的双原子分子请项的塞曼分裂， 

解核运动产生的磁矩远小+电子的磁矩.因此^的微扰对分孑诉 
来仍和对多电子系统一样， 印 可写成和以前一样的 形式 : (L + 2 S) t 
共屮 L ， S 是电子的轨道和自旋角动最. 

微扰项对电子态求平均，在情形 a 肘可得 


lisHn ^ A ^ 22) = fi B Un x {2 Q - A) t 
fl, 对分子转动的平均值等千下列对角元 

< JM\n x \JM> = J 1 £E T . t 

共中瓜=#&这个矩阵元是从(87.4)的灼化矩阵元算出的，该式中的 JC 和 
d 改成/和口.故所求的分裂值为 


AJ3 = fi h ffAf 


Q ( 2 Q - A ) 


3. 同题2,伹为惜形办， 

M 确定所求分裂值的对角元 〈儿 可用 SS 7 给出的一般 
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规則算出.佴它也可用以下更简明的办法算出.微扰算符对轨道和电子态 
求平均，可得 

■卜25 2 } 

(自旋算符在这个平均中不受影响），然^我们对分子的转动求平均;的 
平均植由 （87.4) 式给出 t 从而# 




A 


2 


kJkTT ) Ks ^ 2S£ 

最后,我们对自旋波函数求平均.经过整个平 均后， 各矢 S 的平均值必顼平 
行于总角动量 J, 它是唯一的守恆矢量，因此得[参考 （113. 5)] 


7^ Trt ^ ny K . J 十 2S . J 


M 


A 尺 一 flR 


A 2 


U ( J - hl ) H 


12K (K^rl) 

—S OS 十 (J ^ l) - K (K + 1) -\-8{S + 

4. 一个抗磁性原子处于外磁场中，求原子中心处的感生磁场强度. 

解对于 = i = 哈密顿量中不含场的线性撖 扰項， 因此貭子波函数 
不含磁场的一级改正项，外磁场感生的原子中的电法变化 r 只是来自（仍为 
丑的一级近似）电子速度算符的附加项 （| e [/ mc ) A . 因此有 ® 


j^-^A 


2 


me 




€ 


me 


HX 


CD 


式中 P 是原子中的电子密度.这个附加电流在质子中心处产生的磁场为 

VXr 


H 




r 


dr , 


参考 (121.8), 把 （1) 式代人并在积分号内对 r 的方向求平均，得 


H 


e 


H \^ d t 


e 




1 3mc 2 J t - 3mc s 

<P,(0) 是原子的电子壳层在其中心处的电势. 

在托马斯-费密模型中， ^0) = - [见 （70, &)] 故 

H lnd - -0* 60^y Z 4 ^ 3 H- -3,2X10_ & Z" 3 H. 


(2> 


①此式桕当于原子的电子壳 m 绕外磁场方向的拉萁尔进动：见<场论> S 45. 
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§114 可变磁场中的自旋 


我们来考虑一个具有磁矩的电中性粒子，处于一个均勻的但 
随时间变化的磁场中.它可以是一今基本粒子（中子)，也可以是 
一个复合粒子（原子).假定磁场很弱，粒子在该场中的磁能小千 
该粒子的能级间距.我们就可研究粒子的整体运动，它的内态已 
被给定\ ' 

设 f 为该粒子的内稟"角动量算符——基本粒子的自旋或者 
是原子的总角动量磁矩算符可表成 （111.1) 的形式.中性粒 
子整体运动的哈密顿量可写成 

//=--^s*H p (114.1) 

S 

我们只写出了依赖于自旋的那一部分哈密顿量. 

在一均勻场中，这个算符不显含坐标①.粒子波函数因而分 
解成为坐标函数和自旋函数的乘积.前者不过是自由运动的波函 
数，以后我们仅对其 CJ 旋部分感兴趣.我们将证明，角动量 S 为任 

意的一个粒子的问題，可以化成较简单的自旋为I的一个粒子运 

动的问题 （E.Majorana). 为此只需应用§即中早已用过的方法， 

即把自旋为 s 的一个粒子形式上换成 2s 个自旋为 j 的“粒子'算 

符 S 则表成这些 " 粒子”的自旋算符之和 H ， 波函数則表成 2 s 
个1秩旋量的乘积，哈密顿算符 (1H.1) 则分解成为 2s 个独立的 
哈密顿 算符： 


①这些说法也能用到在__均匀 ffi 场中运动的任一粒子(带电或不带电），只要它 
的运动可以宥作是准经典的.随粒子的轨道运动变化的磁场，躭可以简单地看成时如 
的函数，我们也能用同样的方程描述自旋波函扳的变化. 

- 20 ^ - 



(in.2) 

s 

a 

固此 2 s 个“粒子”中每个粒子的运动都能相互独立地确定.当我 
们这样做了以后，就只需重新弓 I 进任一心秩对称旋量的各个分 
量，来代替 2 s 个1秩旋量各个分量的连乘积. 



1. 求均幻磁场中自旋为 f 的一个中性粒子的旋波函数，该磁场方向 


恒定但其绝对值按的任意规律变化. 
解波函数是一个旋] i 它满足波动方程 


r 

I 




(1) 


取磁场方向为 s 轴，把上式写成旋 i 的分虽式 


i 命 1 = 




得 


0 l = c t exp ^ j // rf ( 


= c^xp 


{书 Hdt 



常数必须从初始条件和归一化条件1#卜 + k 2 1 2 =〗求出. 

2. 同睬\但磁场的绝对值恒定，它的方向以勻角速仿迮=轴旋 转并和 3 

轴夹$角. 

M 该磁场具有分量 

II x - H ^ inOcosa > l t = H sin 0 sino > f , — Heo ^ 9 t 

按 a ) 得方程 

4 1 = 9 - i -^ p 2 e' ri6：}i sin &} 7 

分 1 = i ojjj (分 1 e … sLn 6 — ^ a cos 0 ) 

其中 = y 丑 / A . 作替换 W = 上列方程组就化成常 

系数线性方程组，解出后得 ♦ 


i ?^2 G > B e ^ vn s\nO 


— ____ c \ _ 

Q -[-( d -^2 o h cob 9 


iCtU2 


__ 

£7 — & — 2 ai M ^ o ^6 



其中 


—[ (<y + 2 cy ff cos ^) 2 十 4 c ^ sin s 3] 1/s * 


§115 磁场中的流密度 


现在来推导在磁场 申运动 的带电粒子的流密度 的量子 力学表 
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达式， 

我们从下式出发®: 

611^—^^dAdV, (115,1) 

h 

此式确定了矢势变化时具有空间电荷分布的哈密顿函数的变 
it ®. 量子力学中此式必须应用于带电粒子哈密顿量的平 均值： 

eA/oy/2m- O/s)H ‘ ^}WdV m (115. 2) 

对上式进行变分,井注意得 

\ (p ^ A -f A * P) -r A - <3 A] WdV 

J 2mc me^ 

_A[curl(3A*^W£iK. (115.3) 

pMA 项可用分部积分变成 

V*p*aAWF--ift|^ + V(<3A^)(ir 

(无穷远处的面积分照例等于零).利用矢量分析中熟知的公式 

a*curl b= —div(a x b) +b-curl a, 

对 (115.3) 中的最后一项进行分部积分 .<liv 项的积分等于零, 
故得 

① 本节中的丨代表电流密度，亦即粒子的通 S 密度乘以粒子电荷 t 

② 孩场中一个电荷的拉格朗日函数中含有一项如果电荷具有空间分布, 

c 

则此项为士 JjAJh 

当 A 交化时拉氏函数的改变为 

6 L ^^[ v 6 XdV , 

^ J 

而哈密颊函&的无限小变化等于位氏函数的无限小变化再取一个负号（览<力学>, 
5 40). 
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JnW ， curl^ArfF-|<5A*curl(^W)dF, 

最后结果为 

2mc) mc £ J 

-JL*SA^cui\(W^W)dV 

5 ■ 

将此式和 (115.1) 比较 T 即得下列流密度袅式： 

2m me s 

(115.4) 

要强调的是，这个崁式中虽然显含矢势,何 i 还是单值的.这可通 
过直接计算加以验证，只要记得矢势按 ( m 3) 变换的同时波函数 
应按 （111. 9) 式变换+ 

也很 易验证 ，流 （ m 幻和电荷密度 p = 确实满足下列 

连续性方程 

dpfdl +divj -'-0. 

(115.4) 式最后一项给出了粒子磁矩对流密度的贡献.这就是 

c curl tn 7 其中 

m 二 W * p ^， (115.5) 

这是磁矩的空间密度. 

(115. 4) 式是流的乎均值.它可看作流密度算符 f 的对角矩 
阵元.这个算符可用二次量子化形式最简单地写出来，即把 
(115. 4) 中的识和妒*改成算符沴和& +( 根据一般规则，每项中的 
史 + 应写在 F 的左边).这个符号的非对角矩阵元也能求出： 

Ztn me 

+ J ^ CU 【1( 以眇 m ), 

8 
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第十六章梭结构 


§ 116 同位旋不变性 

目前还没有完整的核力理论，核力是作用在核粒子(祛子）之 
间并把它们束缚在原子核内的一种力，由于还没有一个完整的核 
力理论，所以对核力的描述在更大程度上需要依靠实验. 

有两种粒子是核子，两者的主要匡别在于它们的电性.质子 

( P ) 具有正电荷，而中子 (《■) 是电中性的.它们的自旋都是+，质 t 

几乎相等（分別为 1836.1 和 1 S 38.6 电子质量）.这种相似性不足 
偶然的> 撇开电性的差别,质子和中子是瓯个极为相似的粒子，这 
种相似性在本质上具有重要的态义. 

业已发现，除了较弱的电力外，两个质子间的相互作用力作常 
相似于两个中子间的相互作用力，这称为核力的电荷对称性 A 
在保持这种对称性的范围内，我们可以说，双质子(即)系统和 
双中子（⑽)系统具有性质上相同的态.当然，在这里重要的是，质 
子和中子服从同一种统计（即费米统计)，因此卵和《™系统只允 
许有波函数4 ( r ,， a l; a 2 ) 对称性相同的态，即对粒子坐标和 

旋的同时交换保持反对称性的那种态. 

可是，电荷对称性不过是质子和中子间更深入的物理相似性 
即所谓同位旋不变性@的表现之一 4 这个性质不但导致 


①它特别足邊 现在镜 梭性质(结合能，飩谱等等）的相似性方面 * 一对镜孩是指 
质子数和中子数相互对换的两个核. 

这）14位旋不玄性，英文为 isotopic invariance , 也有称为 isobaric invariante . 
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系统（可通过所有质子与所有中子的对换而相互得到）的相似性， 
而且还导致由不同粒子组成的坪系统与以上两个系统的相似性， 
当然，它们不可能是完全的相似，因为辦系统中的粒子并不全 N ， 
它的态肯定不限于波函数为反对称的志.但是我们发现，在辦系 
统的各种可能态中有些态在性质上和两个全同核子系统的态差不 
多精确相同①.这些态当然是由反对称波函数描写的(仲系统剰 
下的态由对称波函数所描写，在仲和⑽系统中并不存在). 

同位旋不变性和电荷对称性一样，仅当略去电硪作用后才能 
成立.同位旋不变性为什么只是近似正确的另一个理由是，中子 
和质子间存在着很小的质量差別；如果中子和质子间真是精确对 
称的，它们的质量当然也应等同 

有一种方便的表述方式可以用来描述同位旋不变性.它是根 
据下列事实自然地得到的，即同位不变性相当于把梭子系统的态 
按其坐标-自旋波函数^的对称性进行分类的可能性，而与所述及 
的核子类型无关，因此在所找的表述方式中，我们一定有可能定义 
—个描述系统状态的新量子数，用以唯一地确定函数於的对称性. 

与此类似的一种情况，我们早已在粒子自旋为+的多粒子系统中 

碰到过.我们在§ 63中看到，如果指定了这个系统的总 自旋这， 
则其坐标波函数4的对称性就被唯一地确定，而不管每个粒子的 

自旋分量 a 究竟取士 +中 的哪个值. - 

因此在对同位旋不变性进行形式上的描述时，我们就有理由 
把中子和质子看作同一个粒子（核子）的两个不同“电荷态' 它 n 


① 这可 根据邱散 射和如散射的实验数据分析中得出 （ G. Bieit, E. U. Condon 
and R . D . Present 1936). 

② 实际上，中子和质子间的这个质量差别很可能还是由电磁原因造成的， 
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的区別在于一个新矢量 T 的分量具有不同的值，这个新矢量 f 在 
形式上与自旋为 f 的自旋矢量具有完全类似的性质.这个新量通 

常称为同位自旋或同位琮①，它是 " 同位旋空问 V ， 1^( 当然它和 

*• 

实际空间毫无关系)中的一个矢量. 

—个核子的同位旋的6轴分量只能取 n = 士 f 两个值 .++ 

值被任意地指定给质子， 一 j 值则指定给中子見几个核子的同位 

旋可按通常自旋的相加法则相加成为系统的总同位旋.系统总冏 
位旋的5分量等于各个粒子的 n 值之和.对于一个质子数为 z 
(即原子序数）中子数为瓦质显数 A = Z ^ N 的核,我们有 

(US* 1) 

亦即当核子数固定后， A 能给出该系统的总电荷.因此 A 显然 
是一个严格守恒量，它简单地表达了电荷的守恒. 

正如总自旋占确定了自旋波函数的对称性那样，系统总同位 
旋的绝对值 T 确定了该系统 fi 电荷部分”波函数0的对称性.从而 
也确定了坐标-自旋（即通常的）波函数0的对称性，这是因为核子 
系统的总波函数（即乘积必须具备一定的对称性，它和所有的 
费米子系统一样，对两个粒子的坐标，自旋以及“电荷变量” A 的同 
时对换必须反对称.因此任一核子系统中波函数0存在着确定的 
对称性，在上述处理中被表达成为？ 7 的守恒性. 

我们也可以换一种说法，所谓同位旋不变性，是指系统的性质 
对同位旋空间中的转动具有不变性.仅仅是 A 值不同的各个态 


① 先由 w . HeiscnbergU 932) 所采用，并由 B . Cassen 和 E . IL Condon (193 fi ) 

傘来描写同位旋不交性. 

② 文献中也能找到相反的指定. 
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( r 和共它量子数具有定 ft ) 具有相同的性质.电荷对称性（中子 
和质子互换后系统性质的不变性)不过是同位旋不变性的一个特 
例，可以看成是对所有 q 的同时变号所具有的不变性，亦即绕同 
位旋空间釦平面内的一个轴旋转180°所具有的不变性. 

根据以上的处理显然可知，闶位旋不变性必然会被库仑作用 
所破坏，库仑作用与电荷有关，也就是和同位旋的〖分量奋关，故 
对幼 《空间 内的转动并不具备不变性. 

我们以双核子系统为例，它的总同位旋可取 r = i 和 r = o 两 
个值. T =1 时 A 分量的可能值为1，0，_1.稂据 (116.1), 相应 
的电荷值为2，1，0，亦即7=1的系统可以是仲， ，或 nn . T = 1 
的波函数电荷部分 o 是对称的（正如对称的自旋波函数对应于自 
旋^1 一样， 参考 §62). 所以2〃 :1 的态具有反对称的通常波 
函数 0. T = 0 时只能布2^ = 0,相应的波函数是反对称的；因此 
它只和系统中4波函数为对称的态有关. 

M 位旋对应于一个算符6它作用在波函数的电荷变量 A 

芷和自旋算符 S 作用在 D 旋变 io ■上一样.鉴于两者在形式 
上完全类似, h 算符和心， H 算符一样，由（印. 7) 式的泡 
利矩阵给出. 

下 M 来给出这些算符的某些组公形式，它们具有简单的直观 
含义.下列算符 



A | 甲 A 

A + K = 


0 

0 


0 



作用在中子波函数上把它变成质子彼 函数， 作用在质子波函数上 
则等于零.同理，算符 


A A. ■人 

r^ = r i —tr JI 


(: 



把质子变成中子，并把中子“消失”掉.最后,下列算符 


暑 
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使质了波函数不变并把屮 - f 波函数消央 K 1 :. 上式乘 e 后可以称为 
核子的 Hi 荷算符. 

视在来证明，两个粒子的对换算符戶可以用它们的同位旋算 
符 h 表达出来.根据定义，对换算符作用在双粒子系统波函 
数 ^( T t , cr 1； r 2 , (7 2 >上的结果是使这两个粒子的坐标和自旋同时对 
换，亦即变量 r ,,。 和『 2 ,(7 2 对换.这个算符的本征值为士 1，当它 
作用在对称的或反对称的0波函数上时就有 

尸切对许； 氏对* ■=. — P 反対休 ■ (116. 2) 

前面已经讲过， 仏和 f 跡 分別对应于总同位旋 T = 0和 
T = 1 的电荷波函数由此可见，为了把#表成作用于电荷变 

量上的算符，它就应该具有下列性质 

二0)。， Pct>i = —a> A , (116*3) 

这两个条件能被算符 i —和 所满足，这是很易看出的，只要注意 
到〜是算符 f 2 的本征函数，具存本征値卜1).最后，写出 

T = x 1 - fT , 并且考虑到六和4都具有定值 r ( r + l ) 即得所 


求的表式® 

I 

^ = 1 _J2 = _ 1 2f^f 2 <116* 4) 

对于核子系统中各种物理量的矩阵元，存在着一定的同位旋 
选择定则 （ L . A . Radicati , 1952), 设 F 为具有相加性的某个景 

(任意秩张量），亦即它对子整个系统而言的值等于对各个个别核 
子而言的值之和.我们把这个景的算符写成 

P ， 


①这种形式的算符，已在 § G 2 例颶中用粒子的通常自旋导出过. 



式中分別对该系统内所有的质+和中子求和.这个玫式可写成下 
列等同 形式： 

F= 2 ( 士 + r : )f f ^ 吾 — 

=士2(/厂卜 A ) 九 )1 ( nO . 5) 

式中每项都是对所有核子（质子和中子）求和. （11 S . 5) 中的第一 
项是标量，第二项是同位旋空间中矢量的（分量. 因此它 们对同 
位旋而言的选择定则，与普通空间中的标量和矢量对轨道角动量 
而言的选择定则（见 §29) 相同： 同位旋标量只允许不改变 3" 俏的 
跃迁；同位旋矢量的 C 分量只能有么7=0或士1的跃迁矩阵元， 
对于 ^-0 的两 个态， 也鮭是对于中子数和质子数相等的系统，不 
能有 AT -0 的跃迁，这是因为 AT - 0 的跃迁矩阵元是和 R 成正 
比的（见 (29.7) 式）. 

以原子核的偶极矩为例， I 为打而 f B = 0, <116. 5> 中的第 
一项为 


备 eSr 

2 2m 

因而和质心的径矢成正比，适当选取原点后可使它等于零.可见 
核偶极矩可化成同位矢量的 S 分量， 


§117核 力 

作用于核子之间的核力的主要特钲是力程 很短： 在数量级为 
ir ,3 cm 的距离处指数式地衰减. 

在非相对论极限下我们可以这样说，核力与核子的速度无关 
并且有势;核内的核子速度大约是光速的1/4 (见后).两核子的相 

互作用勢能 V 不但和距离 r 有关而且相当强烈地和它们的自旋有 
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关® t / 和 r 的确切关系当然只能由梭力理论去确立，至于它和 
自旋的关系则可根据自旋算符的性质经过简单考虑后得出. 

可供我们支配的与枏互作用能量 t / 有关的矢量一起只有三 
个，印两梭子间的单位径矢 M n ， 以及两个核子的自旋 s , 和 s a .裉 

据自旋 | 算符的一般性质，它的任窓函数可以化成线性函数 

(§55). 苒考虑到乘积 ii * s 不是真标量而是质标量（因为 n 是极 
矢量而 s 是轴矢量）.于是很明显，从 n ， Sl , s 2 三个矢量出发只能 

构造出两个与灼旋呈线性关系的独立标量，即 （ H 2 ) 和 （ n*sj 
(n*s 2 )@, 

从而，两核子的相互作用算符计及对自旋的关系后，可以写成 

三个独立项之和： 

U^U ： {r)^U,(r) (H) + 

+ C / 3 ( r )[3( g r n ) ( Vn)-m 

(117.1) 

丼中两项与自旋有关，一项无笑.第三项被写成这样的形式，是使 
它对 n 的各个方向平均后等于零.这一项所描述的力通常称为 
I 张量力. 

(117. 1) 中的下标“普通”表明这个算符不影响核子的电荷态， 
实际上还存在着质子变成中子以及中子变成质子的相互作用.这 
种“交换”作用的算符与〔117.1)不同之处在干还含有 （11 B . 4 )的粒 

子对换 算符： 

^^-{^(0+^(0 ( H ) 

+ ^(7-)[3<§| *n) C^*n)-^r(117,2) 

① 从这一点讲来，粒子作用和电子咋用有很大的不同，后者的自旋-自旋作用是 

I 纯相对论性的而且(在斑子中）很小. 

② 这里假定了核力是空问反沆不变的，亦即不能含有赝标迄今为止没有实 
验否定这个假议. 
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总的相互作州算符为 


(117.3) 

可见两梭子的相互作川要用六个不同的距离函数来描写.这些项 

一股讲来都属于同一数量级①， ^ 

( II 7 . 1) 和 （ U 7. 2 )中的自旋算符可以用总旋算符§表出， 

把& = 1 + ^和备 .n = Vn + Vii 平方起来井利用的二劣=|> 
(V n ) 2 =⑻ • n ) ^ j ( 见 (55. 10) 式)，我们得 

n=+(^ 2 —•§■'), 

(S r n) (^*n)—(117. 4> 

算符旮 和 + S 对易 ， 因此对于 （ U 7.1) 和 （117. 2) 中前两项所代 

表的作用讲来，系统的总自旋欠址是守恒的.张量作用含有算符 
( S - n ) 2 , 它和佘对易但和矢贽§本身不对易.结果只有总自旋的 

绝对惊守恆，它的方向不守恒. 

双核子系统的总自旋沒可取0和】，总同位旋 T 也是这样，因* 
此这个系统所有的态可按 S 和 T 值的不同分成四类.每类的态具 

有 相互作川箅符4⑺ （对 及=0)或 4( r ) 十 B ( r ) ( S - n ) 4 — I 

①还可提-下，依敕于核子速度的相互作用*在速度的线性近似下， 琦以 用一 
个具有[仍(幻+仏(0芗](£€)形式的算符来推写，其中1^[乂0是两核子相对运动 
的轨道角动 £， P 是动置， S = Sl + Sl - 这个算符含有两 tT 的函数*根据宇称及时间 
反演不变性， Pf 和 S _ n 等项被悱除， 
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(对 1), 可按每类情况由一般表式 （117. 3) 化出（见题 1)0). 


S 和给定后，系统的态是按总角动量 值*/ 和宇称分类的.我 
们知道， T = Q 和 T 二1分別对应于波函数0为对称的和反对称的 
态.另…方面， S 值确定了波函数对自旋变量的对称性(汶=1对 
称，3 = 0反对称).显然，当沒和: T 给定以珩，波函数对空间变置 
的对称性（态的宇称）也被确定.同位旋7 = 0的态只能是偶的三 
重态二1〕或奇的单态 = 而同位旋7=1的态均为奇的三 
重态或偶的单态. 

由干自.旋作为矢虽并不守恒，轨道角动量一般也不守恒，只有 
两者之和 J = L + S 是守恒的.可是 L 的绝对值也有可能守恒，这 
是因为给定了 •/，沒和宇称(或/，没和 T ) m t 有可能只有一个特定 
的 i 值可以与之相容(记得双粒子系统的宇称为（一 If ). 例如 
J = 1 的奇态只能有 L = 即 a /V 在其它情形下，给定丫 
■/，及和宇称后可以有两个不同的值，因而 L 是不守恒的.例如 
W = l, J = 2 的奇态可以存或 X -3, 这是一个组合态 
3 P 2 + 3 F 2 . 

因此我们得到双核子系统的下列各种可能态（符号士代表宇 

称)： 

T=l ： 3 P,^P7, + 

] ^,W, 叫 ，… 

T^o ； (% + %) VA+, (*/> 3 + 3 g 3 )v" 

… 


( D 有关苽核性质的实验犮明的核子作用具有强的引力和一个深的 
“势阱”（张置力的存 杧使 它难于用函& / Kr ) 和 /*( r ) 的性贡表达山来）.此外,根据观 
M 到的氘 核四极矩的符号，可知这个态的张 呈力中 B ( r ) 的系数是负的.根据钕子妝 
財实验结果，可知 T =1, S =0 的作用也是 H 力作用，但比校弱，持別是不能形成双粒 
子的稳定系统. 
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核力一般讲来井不是相加性的.这就是说，两个以上核子所 
组成的系统中，它的核力作用并不等于其中所有各对粒子的核力 
作用之和.然而，与二体作用相比较，三体作用和多体作用看来井 
不重要，因此在讨论复杂核的性质时，在很大程度上我们仍可以二 
体作用的性质为基础. 

原子核实验结果表明，当粒子数4增大时,核子系统开始类似 
干宏观的“核物质'它的体积和能量都与2成正比地增长(不计质 
子间库仑作用以及核的自由丧面所产生的那些效应).产生这种 
现象的核力性质称为饱 和性. 

饱和性的存在使梭子的二体作用函数％受到一定的 
限制.假定所有粒子都集中在核力作用半径那样大小的一个体积 
内，使得每对拉子间都有相互作用存在.如果有这样一种核子组 
态（以及这样一些自旋取向）共中每对间的作用力都是吸引力，那 
么这个系统的势能是负的并 且与/ 成正比，其动能是正的并且和 
/ /3 成正比 （ Z 的较小幕次）①.显然，在这种条件下会有足够多 
的梭子集中到一个与4无关的小体积中去，即不能形成梭物质.由 
此可见，核力饱和性可以表成这样的条 件：与 y 成正比的负作用 
能量的那些组态都不存在（见题 2). 

核物质体积与其粒子数的正比性可用下式 表出： 

(117.5) 

上式给出了核半径及和核中粒子数 X 的关系.实验结果（电子和 
核的散射)给出 q = l . lxlO _ ia cm , 

我们可求出核物质中梭子动量的极限值（参考 §70). 物理空 
间单位体积内动量为的粒子所占的相空间体积为娀/3, 


①集中于某一给定体积内的粒子丼密度《与粒子数 d 成正比，每个粒子的动能 
与成正比 （畚考 〔70*1)〕，故总动能〜丄 
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除以 A ) 3 后即得“枏格”数，每格屮可以同时具有两个质子和两 
个中子.令中子数等于质子数，我们得 4(4 W 3) ( po /^ y ^ A / V , 
F 是原子核体积.把 （117. 5〕代入得 

= l-4xlO' ll g*cm/s. 

相应的动能 pl /2 nt ^4 Q MeV ( j « r 为核子质量），而速度为 

pJm P ^ c /4. 

例 題 

1- 对具有定值的各神双核子态，求其相互作用算符， 

解根据一般表式(1〗7, 1) —(117*3)，应用 （1113) 和 （117. 锝所求 

4 -4 

++ C / 5 ++( C 7,+ tM [：3^11)，一2], 

U ll = U 1 +^U 2 -U l - 七 L 、 +i-(t/ 3 -L r G )[3CS^n)^-2] p 

2* 求核力饱和 ffe 的条件，假定张量力不存在，其它各型的力假定具有相 
等的作用半径. 

解对核子数为4的系统，考虑几种极端情形的态〔其它各种情形都介 
于其问）.写出这个系统中…个“平均”核子对的祁互作用能为正的#种条 
件. 

假定原子核的总自旋和总同位旋都呈极大值：= 系统 

中的粒子都是质子而且它们的自旋都平行时)，则每对核子具有 
要写出的条件为 


u iX >0 t 


⑴ 
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共次，设 = l 总岛 = 0. 则每对核子的 : T 一 ; U 毎个粒子的 〜平 

均值为零，尼者表明核子的 1 = ^■ 和匕 = 一 + 是笱几串 的， 在这些条伴下， 

一对核子处汙 ^-0 态或 5 = 1 态的儿率分别为 1/4 和 3 / 4 ( 与 &值 的个数 
2J+1 成正比）.因此核子对平均能量为正的条件为 

~ U, X \^ U n > 0 . ( 2 ) 

4 4 

同样地， 讨论的态， 得条伴 

—u^-l ^-U n >0 m (3) 

4 i 

在 = 0 的那些态中，核子对 具耔 5 二 T-l 的几率为 3/4X3 / 么 
具有 T = 1 ，苫 = 0 的儿率为 3/4X1/4, 以此类推. 从而 得条件 

+y^t/ fl o>0 - (4) 

最成，设系统由+』个质子和个中子所组成，所有质子的自旋平行 

并和所有中了的自旋反平行 . 单个核子为丨 戎™ =—+)的几率 

相等，核+射具有 F — 0 的几率为 10. 由于这一对核+中个是 P 另-个 
是仏故 S ，0. 这 个&值 以相等的儿率来自这= 0或的态.因此核 
子对处: I : ： T =-0 t 5」0 态和 T = 0 , 8 ^= l 态的儿_都等于 1/4 X 1/2 = 1/8 .T = 
1， 万 = 0的态也有这样的几率，剩下 S /8 的几率躭属千7 =这=1的态.因而 
得条件 

去 C/ 0 1 + t/iG) (5 〉 

不等式 (1>_(5) 构成核力饱和性所需的条件 . 

§ 118 充层棋型 

原子核的许多性质可用壳层模型很好地描述，它和原子的电 
子壳层结构基本上类似.这个模型中，原子核内的每个核子可以 
看作是在所有其余核子所组成的白洽场中运动：由于核力的作用 
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范围很小，这个场一起出核“表面”所撊的阼积就很快地衰减.与此 
相应,整个原子核的态可用指定各个單核子态的办法来描写. 

自洽场是球对称的，对称中心当然就适原子核的质心，这样一 
来，就产生了下列困难.在 I :』 洽场法中，系统的波函数是由单核子 
波函数的乘积（或适当对称化后的乘积之和）构成的，可是这样的 
函数无法保持质心不动％ 由这种函数算出的质心平均速度虽然 
等于零，但速度值本身的几率并不等于零. 

当我们用自洽扬法的波函数 t ( r u …， rd 计算任一物理量时, 
可以采用先消除质心运动的办法来避免这一困难.设 /(r.， 氣）为 
某一物理呈，它是核子坐标和动呈的函数.当用函数组 t 计算它 
的矩阵元时，我们必须在不改变 VKrJ 的情況下把函数/中的宗 
量改为 

r,—>r j — R, p i -> Pi 一 去 P . ( 118 . 1 .) 

式中 R 是原子核质心的径矢，」是核内粒子数， P 是整体运动的 
动量 . ( lie . 1) 中的第二项相当于从核子速度\中减去质心 )£ 度 
V ， P 和 V 的关系为 P =:/ lw f V ( S . Gartenhaus and C . Schwartz , 
1957 ). 

例如原子核偶极矩算符为 d = eSr Pt 式屮对核内所有质子求 
和，用自洽场法算其矩阵元时，这个算符必须改成 e 2( rfR ). 
原子核的质心坐标为 

式中对所有质子和中子求和.由子核内质子数为 Z ， 偶极矩算符 


①对子十的电子不会产生这种 困难， 因为它的质心和不动的原子核位 S 重 
旮，必然是静止的. 
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最后改成 

卜一乂 1 - r 「 e 昼 S r »， 018.2) 

上式中的质 子具有 # 有效电荷” ea-Z/A), 中子具有“电荷” 
-eZ/A, 由 （118, 2) 知，偶极矩改正项的相对数量级为 1. 不难求 
出，磁矩和更髙级电多极矩改正项的相对数量级为 1 M . 

非相对论近似中，核子和自洽场的相互作用与该核子的自旋 
无关：这种芜系只能和纟 _!1 成正比， n 是沿核子径矢 r 的单位矢 
量, 这个乘积是一个赝标量而不是真标量. 

但当计及依赖于粒子速度的相对论项以后，核子能量就会依 
赖于肖旋.典中的最大项与速度成芷比.从 s ， it 和 v 三个矢量出 
发可组成一个真标置 n x vs , 因此原子核内核子的自旋-轨道耦 
合算符为 


= — 9? (t) n x v*§ t (118.3) 

史 O) 是 r 的某个函数，见§ II 7 第三个附注.由于 m/xv 是粒子 
的轨道角动最幻， CH8. 3 )也可写成 

(118 - 4) 

其中应该强调这个作用是的一级效应，而原子 
中电子的自旋-轨道耦合是二级效应 (S 72)，这个差别是由于梭力 
即使在非相对论近似中也依赖于自旋，而电子的非相对论相互作 

I 

用（库仑力）是与自旋无关的. 

自旋-轨道作用能量主要集中在原子梭表面附近，亦即函数 
fOO 在核内衰减.这是因为这种作用在无限的核物质中根本不会 
存在，只要考虑到此时的系统是均匀的，显然不再存在某种忧先的 
n 方向. 

作用项 （118.4) 把轨道角动量为 i 的核子能级分裂成为角动 
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量的两个能级. 


由于（按 (31. 3) 式） 




(118. 5) 

分裂量为 

= 2 j-l 2 j 

♦ 



(118+6) 

实验表明， 

卜 1 十+的 能级 ( I 和 s 乎行)低于 j i 

一 f 的能级， 


这意味若 JW >0. 

原子核中核子的自旋-轨道耦合要比该核子与自洽场的作用 
弱，但是一般讲来它要比原子核内两个梭子的直接作用能量来得 
大，因后一种作用随着原子量的增加而更快地衰减. 

各种相互作用能的上述大小关系，使核能级必须按 h 耦合分 
类： 各个核子的自旋和轨道角动量相加成为总角动量 j 十由 
于1和 s 间的关系不受粒子间直接作用的影响 （ M . Goppert ~ Ma - 
yer , 1949; O . Haxel , I , H . D . Jensen and H . E . Suess ，1949) j 

具有定值①.随后单个核子的 i 相加成为原子核的总角动量 J(J 
通常简称为梭自旋，犹如把原子核当作一个基本粒子).从这方面 
看来，核能级的分类与原子能级根本 不同： 在原子的电子壳层中, 
相对论性的自旋-轨道辋合一般地小于直接的电作用和交换作用, 
故其能级分类通常以耦合为甚础. 

原子核中每个梭子的态由它的角动量 j 和它的宇称来描写. 
尽管矢量1和 s 并不分别守恒，可是核子轨道角动量的绝对值可 


①只有对 最轻的原子核，耦合才接近于 
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以具有定值.因为用动 E ： j 可以来自 z = j — | 的态或若来白 i = 

j + j 的态，对于给定的 j (半整数)，这两个态具冇不苘的宇称 

(-1) 1 , 所以当 j 和宇称都确定后， M 子数；也就被确定了， 

凡有给定！和 j ‘值的各个核子态习惯上按“主贵了-数、编号 
(按能量的递增次序），《从1丌始取整数值①.各种态记作 iq ， 

等等.共中字母前的数氺为主量子数，字母〜朽 元… 

按例代表丨值，下标力 ： M 直.具冇给定 n ， D 情的一个态中可以 
同时具有不超过 2 j + l 个的中子和不超过 2 j + l 个的质子， 

整个核的态（组态为给定)按惯例用^恨及该态的宇称符号+ 
或 u 标志之(后者在壳层模型中由所冇核值的代数和的奇俏 
来确定). 

根据有关梭性质实验结果的分析，有可能导出有关核能级位 
置的一系列规则.首先，我 n 发现核子能量随轨道角动量〖增大. 
产生这个规则的原因是，当；增大时粒子的离心能随之增大 ，从而 
使结合能减小. 、 

其次，对于一个给定的〗，^«十 j 的能级(相当于矢通 ：1 和 S 

平行）位于 J _=£_ +能级之下.这个规则已经在前面提及，它和 

原子核内核 T 的自旋-轨道耦合性质有关. 

下面的规则述及原子核的同位旋，已知同位旋的分量八是由 
该核的质量数和质子数确定的（见 （ lie . 1) 式）.对于一个给定的 
7 ( 值，冏位旋的绝对值可取丨的任意值.一般讲来，原子 


①与原子屮电子能级的 通常敗法不同 ，在那 里》 的取值是从开始的， 
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核的基态其冇这些同位旋允许依中的最小 值 ; 即 


(118.7) 

这个规则来自中子- 质子相 互作用的一个性质，即在叩系统中同 
位旋 ： T =0 的态（即氘核态 ） 耍比态的结合能大，见219 ；{；( 
注① • 

我们也能对基态核的自旋建立起一些规则.这些规则确定了 
单核子角动显 j 如何相加成为核的总自旋.它衷观在原子核中处 
于相同态的质子或中子有以相反的角动是配合“成对”的趋势.这 
种即和对的结合能约为1或2 MeV 的数量级. 

这个现象特別表现在偶-偶梭中（原子核含有偶数个质子和偶 
数个中子），上述规则使核子角动量成对地抵消掉，结果使这种核 
的总角动量等于零. 

但如原子核具有奇数个质 - f 或中子，并且满壳层外的所有核 
子处于相同态中，该核的总角动量通常就等于一个核子的角动量， 
因为所有的质子和中子配对以 m 只剩下了一个核子（满壳层的总 
角动置必然为零>. 

对于奇-奇核 （ Z 和#都是奇数)，没有一般规_足以确定基态 
的自旋. 

对原子核内各个壳层具体填充方忒的讨论，需要对现 荷各# 
实验数据进行详细的分析，这就超出了本书的范围.下面只想大 
致地提几点. 

研究原子性质时我 们曾 经看到，电子态可以分成若干个组，每 
当填满一组转入下一组时，电子的结合能就下降.对原子核也有 
类似的情况，核子态可分成 T 列 各组： 
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核子数 


Is ": 2 

12 

1/t/2t 2j5 V2> l/s/2, 2^1/3, l?3/3 30 

2 d 芑 / 2 , 切 7 / 2 , 1 私 Ll/2? 2rf 3 /2> 35 1/2 32 


2 / 7/2 j 1; 13/3, 2/^/2, 3p3" ， 3pi/a 44 J 

每组给出了质 + 或中子的总空位数.根据这些数字, 


(118. 8) 


每当原子梭 


中的质子总数 Z 或中子总数于下列各数之一时，就有一个组 


被填满, 


2, 8, 20, 50, 82, 126. 

这些数通常称为幻数 ® 

2和 W 都是幻数的 “双幻 ”核特别稳定.与邻近的核相比，它们 
再结合一个核子的能力特别弱，从而它们的笫一激发态特 别髙％ 
(118. 8) 所列各组的态，大致上反映了一些梭的填充次序.伹 
在实际上，却发现填充过程是相当不规则的，此外还应注意到，在 
不接近于幻数的重核中，能级间距可能和 a 成对能量”差不多大小， 
核子对的单个分量态槪念本身也在很大程度上失去意义. 

我们对壳模型中核磁矩的计算作几点说明.我们所指的当然 
是对核内的粒子运动平均以后的磁矩.这个平均磁矩 P 显然是沿 
梭自旋 J 的方向，它是核内唯一的特殊方向，因此它的算符为 

(11 S .9) 

Ao 是核磁子，!7是回转磁因子.磁矩分量的本征值为 ^ = 

它的最大值通常简称为核磁矩"（参考 （ m . 1) 式).采 
用此记号后有 


® 1 / 7 /，各态 （S 个空位)有时单独编成一组,所以 28 也具有某种幻&性铒. 

© 这些核有: Hc lf CO_』Ca„, WPb IM ,*He 核不能苒加进一个核子. 

• 228 • 



p ( 118 . 10 ) 

核磁矩是由满壳层以外的核子磁矩组合而成的，因为满壳层 
内核子角动量已经抵消掉.每个梭子在核内产生的磁矩由两部分 
组成：自旋部分和(质子情形下）轨道部分，亦即可表成 + 
(此后我们赂去因子〜，即核磁矩通常以梭磁子为单位）.自旋的 
和轨道的回转磁因子，对质子为1 = 1， ff B -5.5S 5; 对中子为 A 
= 0, —3.826. 

对梭内的核子运动平均以后，磁矩就正比于 L 把它写成 ffji 
形式后，我们有 ^ _ 

=+ (ffi + j + j (A — ?*) (f— s) 

上式两边乘 i = 取其本征值得 

wu+1) 4(m) 扣 +1) 



取上述回转磁因子恒，对质子磁矩 h = 



对屮子冇 

. ,1 1.91 . 

f ++， 1.91. i 


(118.12) 


(118.13) 
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( T . Schmidt , 1937) 

如果封闭壳层外只有一个核 子， （118.12) 和 （118.13) 直接给 
出了核磁矩.对于两个核子，磁矩的相加也是初等的（见题】）.当 
核子数超过2时，磁矩的平均必须用该系统的波函数，它由单个核 
子波函数以适当的方式构成.如杲核子组态以及整个原子核的态 
已经给定，当所给组态中具有给定•/和 F 值的态只有一个的时候， 
系统的波函数能够唯一地构成（例如见题 3). 否则的话，原子核 
的态是几个 （/ 和 r 相同的）独立态的混合，而核波函数中的线性 
组合系数一般讲來还是未知的①. 

最后可指出，原子核内核子自旋-轨道耦合的存在，使得核内 
质子产出-个 （118. 9) 式以外的附加磁矩 （M* Gtjpper-Maycr and 
J.H, D. Jensen, 1352), 其理由是，当有外场存在时，显含粒子速 
度的相互作用算符中应把动通 &改成 eA/c. (U8.3> 式作此 
替代后，采用 （111. 7) 式的矢势，我们发现质子哈密顿算符中含有 
下列附加 项： 


y(r) e nx A*s=/(r) x (H xr) • S 

cm f 2cn 

(« x r) *H. 

这一项等价于附加磁矩的出现，其算符为 

— 点 /WrX (s^<r) 

= -^7(01^-(s*b)h> (118.14) 

例 M 

I ,试求双核了■系统 （具 有总角动鱟的磁矩， M 两个核子磁矩 


①仉是，对核磁矩的"单 粒子’ 计算，劣闷上相当不柑确. <11112) 和（113.13> 
中的 M 对懷不是班矩的相确值而是其上下既. 
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pi 和 A 表出. 

解 」 J 推导（11^.11)式类似，我们得 

^ _ 1 fi 2 \ 1 ffi ^ /^\< Ji " J 2> (h +Ja + D 

y^77 77/ 2"^77^ j 7 / ^ . 

2 -试求三核 P 系统的各祌可能态，钽个技 - f 的角动量>?\ 3/2( 主是 - T 数 
相间） . 

解 与§07中求等价电子系统的各种可能态类似，毎个梭子可 以处丁 - 
( m jT q ) M 不同的下列八个态中的 一个： 

(3/2, 1/2 ) t (1/2 s 1/2), (一 1/2, 1/2)，（一3/2，1/2)， 

(3/2, 一 (1/2, -1/2), (-1/2, -1/2), (-3/2, 一 1/2), 

把其屮的三个不 R 态组合起来，可得 A ) 值不同的下列各种三核子 
系统态： 

(7/2, 1/2), 2(5/2, 1/2), (3/2, 3/2), 4(3/2, 1/2), (1/2, 3/2), 5(1/：?, 
1/2). (括号前的饺字代表该态的数目，和巧为负值的态无需写出），它 
们对应子以 K 各种（/， 乃 (£: 

(7/2, 1/2), (5/2, 1/2), (3/2, 3/2), 0/2, 1/2), d /2,1/2) 

3. 某组态由处十态的两个中子和一个质子所组成^相同），求其 
基态磁矩（ I 十及 M 位不变 性}' 

解 此组态的丛态具有裉据本节所给规则，它的间位旋具有最 
小値心 H 二 +■ 

现在来求对应于最大值3/2的系统波函钕_这个值可分别来自 J ) 

的下列各组叫值（两个核子相问时耍用泡利原 理）： 

/3 3 3\ /3 1 1\ /1 3 1、/1 

孓 Ut, t, Ut, T T ~YJ 9 ( 一？ 


b t ) 


因此所求的陂函钕以具有下列线性 m 合 形式: 



a 


^ W — 7J L t 



(i) LP 抆 H 心这种豇态（在封闭壳 Jtui 〜外面) + 


* 2)1 


* 






1 - -r ~i -1 J L -T -7 7 J 

式中的 !； … ] 代表三个单按子波函数分； 7 的反对称乘积（即作1.5> 的行列式 
形式）， 

下列算符作用 6:(1) 式上必等于零（见 S 67,例 騸)： 

* =1 

箅符把第 i t 核子的质子敁函数变成中子眩函数（把中子波函数变成零) ■ 
因此 m 易看出， 1 算符使 （ 1 ) 式第一项的行列式中有两行都变成零，同时把 
共余三项的行列式变成相等.因此#下列条件： 

b -\- c -\- d =^0* 

其次，对 i = 3/2 而值不同的各个单核子态，洩们有[根据 (27.13)]： 
J + ^ s/ =-o t 9+^ 1/s =v^3"V^ s/ Sf 垆一 1/2 。 2 於 1 ". = 

由此很易找出算符作用在 （ 1 ) 式上的结果为 

+ 2(c — 

(有几项的变号与行列式中各行的茂换有关>,上式等于零的条件为： 

a~r b _ C = iJ , 

c — rf = 0 . 

根据以上诸条件 # 加上 （1) 式的归一化条仲，可得出 

3 , 2 , 1 

° = 7]5 1 ' VTE ' c ^ d= ^ 

考虑到叫态中质子(或中子)磁矩的平均投影值为 (歲 
即可求得由 （ 1 ) 式波函数算出的系统磁矩平均 ft 它等于 

. ， +▲(+"〆!_". )+氣—二去〜） 

= ~03 ^ P + 2/ J n ). 

根据 （118.12), ( lia ,13) 式，处于 P 川态的核子有心- - l ,91， h =^_79 .结 
果柯 ^3-03. 

4 .设满壳层外的所有核子都属于同一态，井且质子数等于中子数,求核 
磁矩. 
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解由于 = Z 时同位旋分 量值乃 =O t 因此只有下列算符的同位标最 
部分才有对角矩 阵元： 


参考 Slis 之末.抿据〔116.5)式取出以上算将的同位籽量部分,它等于 





+ ff ，) J - 


因此总平均核磁 矩等丁 +(17„+化)义 


5. 计算角动董为的核子的附加磁矩 t 用 （11S. 6) 式的自旋-轨道分袈 
值把它表达出來 （M. Goepper -Mayer T J. Jensen, 1952), 

0 对算符 CH8-U) 的角部求乎均[把 （111 大括号内的表式记作 

$], 应用§ 29例题中所得的公式，得出结果力 


= S - ( S - n ) 


2 


■ I 


A A A A 9 ▲ 

(M)]-(1*§)I—^f(Z + l)s 


( 2 ) 


(2 【一 l)(2Z + 3) _ 

另一方面，对核子运动整个平均以后 ,<F 的平均值只能沿〗方向，卽 i 
其中的把 (2 ) 式中的矢量投影到〗上[:并且考虑到算符和 
( i - s ) 是对易的]同时把 n p 等等改成它 n 的本征值，_经过時 单计算 后可得 
下式所示的核子附加磁矩（以核硪子为阜 位）： 


M 『干 X 时 ) f ( 3 ) 

m fi 是核子质量， if 是梭半径.由于 /( r ) 在核内深处很快地衰戒，求的平 
均时可以把 r ( 改成 (3) 中的/可按（11&(?)式表为自旋-轨道分裂值. 


§119非球形核 

在辏力场中运动的粒子组不可能具有转动能谱，在量子力学 
中，这个系统的转动槪念是没有意义的.这一点适用于§117中 
所讲的具有球对称 G 洽场的原子核壳层模型. 

把一个系统的能量分成“内在”和“转动”部分，这在量子力学 
屮没有确切的含义，它只能是近似的并且在下列情形下才是可能 

的，即由于某种物理原因，这个系统能够很好地近似成为运动于某 
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一给定非球对称场中的粒子组.考虑到这种场相对于某一固定坐 
标系转动的可能性，结果就有能级的转动结构.例如分子中就出 
现这样的情形，它的电子谱项可以作为运动于给定的固定核场中 
的一个多电子系统的能级来加以确定. 

实验表明，大多数原子核确实没有转动结构,这意味着对这些 
核来说，球对称自洽场是一个很好的近似.也就是说，除有董子涨 
落外，这些梭是球形的. 

但也存在另一类核，它们具有转动型的能谱;它们大致位于原 
子量沟150<04<190和2>220的范闱内，这个性质意味着，球对 
称的自洽场差不多对这些核是完全不能适用的，而从原则上讲 ； 应 
在事先不作对称性假定的情形下去求 S 洽扬，以便使这些核的形 
状也能 " 自洽地”加以确定.实验表明，这类原子核的正确模型是 
这样的，它的自洽场具有一个对称轴和一个垂直于它的对称平面 
(亦即具有旋转浦球的对称性）.非球形核的概念在 A . Botir 和 
B . R . Mottelson (1952-3) 的工作中得到了详尽的发展. 

需要强调的是，在这里我们考虑的是性质上不同的两类核.这 
一点特別可从下列事实看出，核或者是球形的，或者就是“形变程 
度”并不很小的非球形. 

梭内未满壳层的存在有利于非球形的出现，而核子的配对现 
象看来也相当重要.另一方面，封闭壳层趋向于给出球形核，一个 
典型例子是双幻核由于它的核子组态的封闭性，这个梭(以 
及邻近于它的核)是球形的，这就使得在非球形重梭序列中出现了 
一个间断. 

非球形核的能级由两部分 组成："园定 核的能级和整体转动 
的能级.在偶-偶核中，转动结构的能级间距小于 "固定 ”核的能级 
间距. 

非球形核的能级分类在许多方面类似于具有相同原子的双原 
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子分子，因为这两种惜形中粒子（核子或电子）所处的场具有相同 
的对称性.因此我们可以直接应用第十一章中所得的一系列 


结论 

我们先考虑“固定”核的状态分类，我一轴对称场中，只有角动 
量沿对称轴的分量是守恒量.因此每个核态首先由总角动量的 U 
分量所描写它可以是整数或半整数.根据波函数在所有核子 
坐标（相对于该核中心）反号时的行为，能级可用偶 （?） 或奇00 


插述, 


此外， :Q = G 时，根据波函数对通过核轴的平面的反射行为，可 


分为正态和负态（见 §78). 

偶-偶非球形核的基态为 Of ( 零代表 D 值），对应于具有零角 
动量和最高对称性的波函数.这是所有中子和质子配对的结果. 
如果原子核含有奇数个质子或中子，我们可以考虑在偁-偶核实的 
自洽场中的“单令”核子态.此时的 U 值由该核子的角动童分量0 
所确定.同理，奇■■奇核中的 D 值由奇数中子和质子的角动暈分量 
所确定： 


O = 士叫 I. 

需要强调的是，我们不能说按子的自旋分量及其轨道角动量 
分量同时具有定值.理由是这样的，虽然核子的自旋轨道耦合小 
子它和核实 r 彳洽场的作用能，但它并不小于假如微扰论可/肖(从而 
梭子的自旋和角动量可以近似地分开考虑 ®) 时梭子在自洽场中 


①应该指出，我们所讲的能级分类的类似 n 指的& 双廒子分子不是指对称陀 
螺.一个多粒子系统在轴对称的场中运动，绕场轴转动的槪念就失去意义*正像辏力 
场中的系统绕任一轴旋转的概念一样 . 

@按 定义有 00( 正如双 M 子分子中的量子数 d 是正的一样)，记得在双原子 
分子中，仅当 D 被定义成为」十2并且 r 可正可负(取决干轨遇角动 彘和自 K 的相时 
方向） Bho 才能具相负 m . 

@球形核中仍有 此可能，由干宇称和角动 i 的 R 时守值， 
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应有的相邻能级间距. 

现在考虑非球形核的转动结构.这个结构中的间距小千原子 

梭中核子的自旋-轨道作用.这相当于双原子分子理论中的情形 
o(§S3). 

转动核的总角动量 J 当然是守恒的，对给定的的取值是 
从 O 开始： 


J = Q , D + 2, …； (119. 1) 

见 (83.2). 对 0=0 的原子核， * /的可能值还有一个附加 限制： 

和 0 K _ 态中的/值只能取偶数/而 O 卩和态中的只能取奇数 

(见§ S 6). 特別是偶-偶核基项(化 + )的转动能级中， J 的取值为 
0 , 2, 4,…. 

原子核的转动能量由下式 给出： 

(119-2) 

r 是原子核的转动憤量（绕垂直于对称轴的一个 轴)； 这个公式对 
应于双原子分子理论中的类似表式 [(83*6) 式中依赖子 J 的那一 
项 ]. 最低能级对应于 J 的最低值，叩 

根据(11 9 .2)，能级的转动结构可用某些间隔规則来描写，这 
些规则和能级 （ D 为给定）的其它特征无关. 以偶 - 俱核 基项的转 
动结构分量(具有 J = 七6,8,…）为例，从最低能级(•/ = 0) 幵始 
各间距的比例为1:3.3:7:12-. 

但是，（ II 9 . 2) 对 D = + 的态讲来是不够的，这种态可以在原 

子核中有奇数个核子时出现.这种情形下,还有一项与 (119, 2) 差 
不多大小的能量贡献，它来自核子和转动核离心场的相互作用.此 
项与 J 的关系可用下法找出. 

力学中知道（ 《 力学 39), 转动坐标系中的粒子能量含有一 
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个附加项，它等子转动角速度和粒子角动畳的乘积.原子核哈密 
顿算符巾的这一相应项可以写成 26ft 的形式，式中&是某个常 
数， K 是梭实（去掉一个外核子后的原子核)的角动量， a 是该核子 
的角动量.后者必须从纯形式意义来理解，实际上，在原子核的轴 

场中并不存在核子的角动量矢董，把^看作类似于自旋为+算符 
的含义是，它能给出角动量分量偵:为土 | 的两态之问的跃迁，与 
的情形相一致①.由于 K = J — a 这个算符的本征值为 

为方便计，我们在上式中加进一项与/无关的常数项&，当 •/ = K 
土+时 上式就 等于土 & 

如果利用偶-偶核实的角动景 K 是一个偶数的事实，上述表式 
可写成（一 J +i )* 因此对卩的原子核转动能量，可 

得下列表 示式： 

(^+1) + ( — 1) J (119. S) 

(A. Bohr and B. R. Mottelson 3 1&53), 注意当常数 & 是正的并 
且足够大时，^ = 3/2的能级可能处于 J = + 能级的下面，亦即转 
动能级的正常次序(最低能级对应于 J 的最小允许值）将会改变. 

(0 Q 情形的特点是,只有属于同一能级的井迁角动董分 fi 值反号的两个态 

& 

之间才存在 着能董 微优项的跃迁矩阵元，这就使得即使是撖扰论的一级近似中也出现 
能级位移. 

这种现象与的双原子分子能级的 d 双线（纟料）相类似 • 

A 
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非球形梭的转动惯 i 不能像具有给定形状的刚体那样去计 
算.这样的计算只有当运动于核自洽场中的核子可以看作彼此间 
没有直接作用时才有可能.实际上，成对效应导致转动惯量的减 
小,使它小于刚体倬. 

非球形核的磁矩 p 包括“同定"核的磁矩和来自核转动的磁 
矩，前者（对核内的核子运动平均以应)沿核轴，可写成 〆 !!, 〆 是 
它的值，11是沿核轴的单位矢置.来自转动的磁矩（经过同样的平 
均以后> 沿矢 M J - Qi * 方向，这个矢量是原子核的总角动量减去 

“固定核” 中核子 的总角动量①.故 

= + — (119.4) 

g T 是转动核的回转磁因子.山于转动屮的磁矩仅由质子所贡献， 
我 m 有 

?,=:/,/</,卜/„)， (119.5) 

式中和 / P 是原子核转动惯量的中子部分和质子部分.对一个 
质子系统，简单地冇 h = —般说来， （119. 5) 式的比值不等于 
原子核的质子数和质量数之比 Z / A , 

对核转动平均_以后，磁矩沿守恒矢货 J 的力向： 

V- — jiSf *1 二（〆 一 O n 丁 

和通常做法一样，上式两边乘友后取本征值，对 Q 的基态梭， 

有 

fa (〆 + &)" 0/ 十 1)* (119. 6> 

例 M 

1. 试用&表达转动核的四极矩分，仏为相对于核轴（固定在核上）的 
四板矩 （A. Bohr 1951), 


①这个写法仅适用丰 f 的情形（见題2>, 
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鶬转动核四极矩张量算符可通过0。表成 




这是一个零迹对称张景，由核轴单位夂畐: T 1 的分貴所组成，并 U . <^ =仏.对 

原子核转动态求平均的方法赉似子 S 29巾例题之解（不同之处是 n . J^LK 

而不是零 ）， 从而得到 （75. 2) 那样的表式，而 

0=0 3S3 2 -J(J-hV 
V_V ^ (2J-\ 3)(J-hiy 

对的原子核基态，我们得 


Q 1 - Qct 


(2 J - 0 J 


(2*/^3) (J + l) 
J 增大时比值 QIQo 趋于1，但是很慢. 


2 .求口的原子核基态磁矩. 

解此时的硪矩算符可用本节引进的5算符写成下列形式 

|1^= 2/i^$ + ff r lC, K = J — S, 

以下的 H ■算和本节介绍的相间.如杲对应子原子核的基态 ( V = J — 


我们有 y = 〆 ； 如果基态中 J = 3/< 以及欠 = J ++=2> 則只二 
{9 ffr -3^)/5. 

求惘-偶梭某态转动结构的前几个能级的能量，该核具有旋转椭球对 

称性. 

m 鹘-偶核基态对应子最对称的“固定”核波函数，亦印具有群的 a 
表示对称性的波函数.因比对给定的 */ 煊共有 +/+ 1 个 （/ 为偶数时）或 


f 07 —1) 个为奇数时）不同的能级* /二2时由§ 103题3的 （7) 式给出， 
J = 3 时由 S 103题4的 （8) 式给出 ■ 


§120同位素移动 

原子梭的特殊性质（有限的质量，火小，自旋）使它不同干库仑 
场的颀定力心，这对原子的电乎能级产生一定的影晌. 
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其中的一个效应称为能级的同位素移动，这是原子从一个同 
位素变到另一个冋位素时的能级变动.当然，我们感兴趣的实际 
上并不是一个能级的变动，而是谱线中观测到的能级间距的变动 f 
由于这一原因，我们实际上蛊要考虑的并不是原子的整个电子壳 
层的能量，而只是与参与跃迁的电子有关的那一部分能量. 

轻原子中，同位素移动主要来自核的有限质量，计及核的运动 
后,哈密顿算符中出现以下 一项： 

2^(Sp<> 2 , 


式中的血是核的质量> Pi 是电子的动量①.来自这个效应的同位 
素移动因而由以下平 均情给出： 





( 120 . 1 ) 


这个平均是由有关原子态的波函数算出的和财 2 是两个同位 
素的核质量). 

重原子中，同位素移动的主要贡献来自原子核的有限大小.这 
个效应实隙上只对处于3态的外电子能级才是显著的，由于《态 
波函数(与【乒0的态不同）当 r —0 时不趋干零，所以在“核内 p 找到 
电子的几率比较地大.我们来计算这种情形下的同位素移动© 

令史00为梭场的实际静电势，不同于点电荷 Ze 的库仑势 
Ze / r . 与纯库仑场 h / r 中的值相比较，电子能量的改变由下列 
积分给出： 


® 在原子的质心系中，原于核动 s 和电子动 a 之和等于茸： pfr+-rp,=o. 因此 
它们的总动能为 

I # +士 Sw 4( 2> ) 1+ 士坪 ■ 

i \ 

②以下给出的计算中没有考虑到原子核附近电子运动的相对论效应，从而只当 
条件 Z€Vk«l 湳足时才能成立- 
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AE = — e 






)r(.r)dV, 


( 120 . 2 ) 


式中的 6(0 是电子波函数， s 态中这个函数是球对称的并且是实 
函数.上式中的积分从形式上讲來虽然延及整个空间，但实际上 
被积函数中的 fp - Ze / r 只在核体积内才不等于零.另一方面，当 
时 s 态波函数趋于一个常数（参考 §32), 而且实际上甚至在 
核外就巳经达到了这个常数值.因此可把 V 』 2 移出积分号外，并把 
这个由库仓点电荷算出的 P ( r ) 改成它在 r -0 处的值. 

为了进一步变换这个积分，利用恒等式 Ar £ = 6 并把 (120. 2) 
写成以下 形忒： 


— 屮 2 ⑼ 


<P 


Ze 


lArW 


I ㈣ 2 (0)|r 2 A ( 屮—亨 


体积分的变换中已经利用了无穷远面上的积分等于零的事实.但 
是 A + =_ k 5( r ), 而且对所有的 r 有 r 2 6( r )=0. 再根据静电 

学的泊松公式式中的 P 现在是原子核内的电荷密 
度分布.最后得下列 结果： 


2 jt 




3 


(120,3) 


式中 






prW 


是原子梭的质子均方半径.核内质子均匀分布时， ？ = 3/ iV 5, 
是核的几何半径.能级的同位素移动等干两个同位素的 （12( X 3) 
式之差. 

§ 71中曾经估计过0(0)，表明它和原子序(假定很大)的关系 


为 VZ . 因此 (120*3) 所表示的分裂值和成正比. 
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§121 原子能级的起精钿结构 


原子 中来自原子核性质的另一个效应，是电子和核约旋相互 
作用引起的原子能级分裂它称为能级的 超精细结构. 考虑到这种 
作用很弱，超精细结构的间距即使和精细结构的间距相比也小得 
很多，所以超精细结构必须针对每个精细结构分量分别加以考虑. 

本节中用丨代表核自旋（与原子光谱中的常用记号一致)，记 
号 J 仍留作原子中电子壳层的总角动量.原子(包栝原子核）的总 
角动量记作 F == J + i . 毎个超楕细结构分量由这个角动量的某一 
个定值所描写.按照角动量相加的一般规则，量子数#的取值为 

i - i t ( 121 . 1 ) 

因此 每个具有给定 J 值的能级分裂成为 2 i+l 个 （如果 i < j ) 或者 
2 J + 1 个（如果 I 〉/) 能级. 

由干原子中电子间的平均距离 r 远大于核半径电子和最 
低阶核多极矩的作用在起精细分袈中起着重要的作用.这些矩计 
有磁偶极矩和电四极矩，平均电偶极矩則为零（见 §75). 

核磁矩的数景级为共中以是原子梭中按 
子的速度.它和电子磁矩 bo 〜的相互作用能量具有数 
量级 

r mo 2 * 

四极矩 Q ^ eR \ 它所产生的场与电子电荷的相互作用能量具 
有数量级 

eQ / r 3 〜 e 2 祀 / r 3 , (121. 3) 

(121. 2) 和 (121. 3) 的比较表明，磁作用（及其产生的能级分裂)要 
比四极矩作用大 OJcKft / mci ?) 〜15倍，尽管比值 以 / c 比较小， 
但比值 hjmcR 是大的. 
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电子和原子核的磁作用算符具冇下列 形式： 

V u — ai*J (121* 4 ) 

[类似于电子的自旋-轨道作用 (72.4)1 它所产生的能级分裂和 
F 的关系因此为 

(121.5) 

参考 （72. 5). 

电子和核四极矩的相互作用算符，是由核四极矩张量算符 
和电子的角动显矢量 i 的分量构成的.它与这些算符组成的标量 
QiJA 成正比，具有下列 形式： 

+ ( 121 . 6 ) 

式中应用了这样的事实， 即仏1 通过（75.2)那样的公式用核臼旋 
算符表出.算出算符 (121. 6) 的本征值（与§84中题1的算法完 
仝类 似)， 可得能级的四极矩超精细分裂与量子数 P 的下列关 
系式： 

^^ 2 <F + I) a + | W ( F + I)[l —2/7+1)-2 f(i + l )：|. 

(121.7) 

磁偶极超精细分裂效应对外层的《态电子的能级特别 M 著， 
因为这样的一个电子有较大的几率处于原子核附近. 

我们来计算 含有一 个外层 s 电子的原子的趙精细分裂 （ E . 
Fermi ，1930). 这个电子由球对称的 VKr ) 波函数所描写，它在其 
佘电子和原子核的自洽场中运动①. 

我们把电子和核的相互作用算符取作一这是核磁矩= 
在电子所产生的磁场 H (原点处的磁场）中的能量算符.根 


①以卜的计算假定满足条件 ( 见£ 4 0觅注① >• 

• 243 • 




据电动力学中的熟知公式，此磁场为 




式中的 j 是来自运动电子的自 M 的电流密度算符， r = rn 
体积元的径矢叭按照 （115. 4), 

] ― —Zfi B ccutl(^ 2 s') — — x S, 

是玻尔磁子. 令收 = r^drdo 并进行积分 t 得 


( 121 . 8 ) 


m 是原点到 


n x (n xs ) c?o 


0 -™h A 

如 v ，( 0 ) 等 s . 


相互作用箅符最后变成 


p ， p ■. 

pH 


lG^t 




( 121 , 9 > 


如果原子的总角动量 J = S = 超精细分裂产生的是双线 


根据 (121. 5) 和 （121. 9)，这两个能级的间距为 

艮 4—(0) • ( I 2 L 10) 

由千 iK 0> 值正比于 V 亙(见§71)，这个分裂值正比子原子序. 


例 题 

1. 求原子的超精细分裂（来自磁作用），该原子具有轨道角动量为 Z 的 
一个（封 闭壳层 外的）电子 （ E . Fermi , 1930). 
m 梭磁拒 p 产生的矢势和场强为 

②见<场论 K 43.7). 该式中的矢 SR 及反方向的， 即从 rfr 到原点(场的现醺 

点）. 


* 
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(divA = 0\ 应用这些式孑，可把相矸作用算符写成下列形式: 

illA^p-hMAH*s - [J + 3 (“) n-Sl 

me me t 3 


对具有给定 J 值的态 平均以后，方括号内的表式沿 i 方向，因而可写出 

■、十 3<3^Un*p-aJlr^Vja + l), 

« c «* 的乎均值已在 S 29 例题中算出 + 采用它弁取本征值后樽 




2川 +l)S-j — 6(sJ)(W): 


(21—1) ⑶ + 3> 




再经简单汁算，最后得 


+ 1) 

丁 iO + D 


F ( F + i ) rs ， 


其中 F 二 j + i 和：士 r」 的平均是对电子波函数的径向部分求的. 


求原子能级超精细结构分量的_曼分裂 (S. A. Goudsmit and R, 
F. Bacher，1930). 

解 （113. <0 式中（假定外场很弱，它所产生的分裂小于超精细结构间 
距），现在不但要对电子态并且还要对核自旋的方向求平均.从第一个平均 


其中以同以前的 （113. 7) 式.第二个平均给出 [ 类似于 

(113. 5)]； 


故最后得 




p bS ^ H 3 fy , 


一尸(尸+1)+川+1)—扣 +1) 

9f ^ 9j 2 F < F +1) ■ 


§122 分子能级的趄精细结构 

分子能级的超精细结构与原子能级的相类似. 

大多数分子中电子总自旋力零.能级超精细分裂的主要来滬 

就是电子和核的四极矩作用. 当然， 只有自旋 i 不等于0 和+的 
那些核才能参与这种作用,否则他们的四极矩等于零， 
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鉴于分子中的核运动比较慢，四极矩相互作用算符对分子态 
的平均可以分成两步：先对固定核的电子态求平均，再对分子的 
转动求平均. 

我们先考虑双原子分子.第一步平均给出电子和每个核的作 
用，它可表成正比千标量 Q tt n ini 的一个算符，由核四极矩张量算 
符和分子轴的单位矢量 n 所组成， n 是确定该分子与核自旋相对 
取向的唯一矢量.由于 Oh = 0,这个算符可写成下列 形式： 

6.V〆 啊 -+ ^). (122. 1) 

给定了核 G 旋沿分子轴的分蚤“后，这个量等于 
+ 1 ) 1 - 

当算符 (122. 1) 对分子转动求平均后，它可通过守恒的转动角 
动量算符&表达 出来. 乘积的平均可用§ 29例题中导出的 
公式(矢量丨改成 K 〕， 其结果为 

( 122 . 2 ) 

这个算符的本征值可用 （121. 6) 中的同样做法求出. 

对于多原子分子， (122. I )一般地改成下列形式的一个 算符： 

< 122 . 3 ) 

h it 是标志该分子电子态的一个零迹张量.对分子转动平均以后， 
这个张貴即可通过总转动角动量 J 表成下列 形式： 

1* = &[乂入+人义一备 (122.4) 

■ ■ 

系数&原则上珂用张量沿惯量主轴 L 1 4的三个分量表 
达出来；由于这些轴和分子固定在一起，等分量作为分子的一 
种性质不受平均的影响.我们来考虑标量用 （d 4) 计 
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算得 


+ + ； (122. 5) 

,■ 

算法奥似于 §29 中的例题.把张量乘积展成沿 S % ( 轴的分量, 
我们得 

~^j\r t = ci22.6} 

这里应用了乘积等等的平均值等于零这一事实①. J 1 等等 
的平均值原则上可用陀螺的相应转动态波函数求出.特別是对称 
陀螺，筒电地有 


( J +1) 一 . 


如果核自旋为 I ,四极矩作用不存在.在此情形下趙精细分 

裂的一个主要来源是核磁矩之间的直接磁作用.两个磁矩 
1/夂和 fHhfh 间的相互作用算符为 

计算分裂能量时，如前所述，必须对分子态求平均. 

当分子中含有重原子时，核磁矩间的直接作用和通过电子壳 
层的间接作用对起精细分裂都有相当火的黄献.从形式上讲，这 
种相互作用相对于梭自旋与电子的作川讲来只属于微扰论的二级 
近似效应.根据§ 121的站论很易看出，这个效应和核矩寅接作 
用的比偵为 ( ZP / Ac ) 2 的数量级，当；？很大时，它接近于 1. 

最后，分子能级超精细分裂中某些贡献来自核磁矩与分子转 
动的作 / H . 转动分子是一个电荷的运动系统，产生一定的磁场，给 


①在 J 的一个分景（例如为对免的矩阵表示中，乘积等等只有 
M T - 數 fc 改变1的那些跃迁矩阵元才不锌 T 零，可是 1 M 1 称沱螵定态波函数听含的 
V ^屮 A ? 的差位是:一个偶数 （a S 103). 
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出了电流密度 i = /^ xr 后即可用电动力学的公式算出磁场， 上 
式中的 p 是静止分子的（电子和核的）电荷密度， fl 是转动角速度. 
能级分裂值可从这个磁场中的核磁矩能量算出，分子的角速度分 
董应该通过它的角动量分量表达出来（参考§ 103). 



第十七章弹性碰撞 


125敢射的一般理论 


经典力学中，两个粒子的碰撞完全取决干它们的速度和碰撞 
参量(当无和互作用时人射粒子的偏射距离).量子力学中，这个 
问题的提法必须改变，因为在定速运动下,轨道槪念从而还有碰撞 
参量已失去意义.在这里，理论的目的只是计算粒子踫撞后偏转 
(或称被散射到)任一给定角度的几率.本章所讲的弹性碰撞，是 
指碰捡中的两个粒子保持不变，或者这两个相碰粒子（如果它们是 
复合粒子 的话〉 的内态保持不变. 

弹性碰撞问题和所有的二体问题一样，可以归结为具有折合 
质量的一个单粒子在力心为固定的场 PO ) 中的散射问题①，这 
种简化是变换到质心系实现的，在质心系中两粒子的质心保持静 
止.我们用0代丧这个坐标系屮的故射角，它与实 验室坐标系中 
两个粒子的偏转角 I 和 I 之间具有简革的关系，这个实验室系中 
有一个(第二个)粒子在碰撞以前是静止的： 






<123.1) 


式中是两个粒子的质量〔见 《 力学517>，特别是，当这 
两个粒子的质显相同时 = 叫）， 筒单地有 




2 


，旮2 = ^(冗一沒); 


(123.2) 


①在这 m 我们略去了粒子的自旋-轨道作用（如果粒子具有自淀的话)，较力场 
的假定，也排除了例如电子被分了散射等这类过程的考虑. 
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和畺亦印两粒子以直角散开. 

本章中我们总是采用质心为静止的坐标系（除非作特殊的声 
明），并用 m 代表相踫粒子的折合质量. 

沿正 s 轴方向运动的一个自由粒子由平面波所描写，我们把 
它写成 0 = 的形式，也就是把该波这样地归一化，使其流密度 
等于粒子速 度〃. 远离散射中心的散射粒子，是由一个 f {0) 产 ! T 
形式的出射球面波所描写，其中的 fW ) 是散射角9的某个函数 
0是;！轴和散射粒子运动方向之间的夹角)，这个函数称为散射 
振幅.因此，势能为 C /( r ) 的薛定谔方程之解的精确波函数，在远 
距离处必领呈下列渐近 形式： 

垆免 … 十八 ( 123 . 3 ) 

T 

散射粒子在单位时间内通过 dJS = r 2 do 面积元(办是立体角元）的 

几率等于它与入射波的流密度之比为 

da^ \f(0) \ *do, ( 123 . 4 ) 

这个量具有面积的量纲，称为散射到立体角内的有效截面，或 
简称为 截面. 如果令心 = 2; r s i n 0 机我们得 

da ^ sine ]f (9) \m. ( 123 . 5 ) 

这是散射到0和角度范围内的截面 . 

对于辏力场中的散射讲来，薛定谔方程之解对3轴(人 
射粒子方向）显然应当是轴对称的.每一个这样的解可以表成运 
动于该场中的粒子能量给定为 ^ hV 2 m 的许多连续谱波函数的叠 
紙 这些波函数具有不同的轨道角动量値丨但其2分量均为零;这 
些函数与绕 z 轴的方位角炉充关，亦即全是轴对称的.因此所愆 

①我们已经假定了人射粒子束是由一个宽（避免衍射效应）而冇界的光阑所定 
义的，这也是散射实验中的实阮情况.因此在 (123. 3) 式两项之间不存在 千涉; 模迓平 
方 I # | 1 的取值点处不存在人射波. 
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的波函数具有下列 形式: 


to 

0 = ^ i A i P t Ccose ) R , l ( r) J (123. 6) 

卜 o 

式中為是常数,是满足下列方程的径向 函数： 



r 办 2 _ + 1) 

dr / r 2 


2m 


Uir ) 


I 

(123* 7) 


系数气必须这样来选取，使得 （123.6) 式的函数在远距离处呈 
(123.3) 的渐近形式.我们将证明这会导致 


A t =-^( 21 +1) i c exp ( i <5 f ) 


(123』) 


式中的 A 是函数的相移.这个 i 正明还能解决用这些和移衷 
出散射振幅的问题， 

及“ 函数的渐近式已由 （33. 20) 式给出： 



{(— i) l expli (kr + (5 f )] —Pexp [— K 如 + 


将上式及 （123. 8) 代人 （123. 6)， 得到波函数的下列渐近式 


⑶ +u p ‘ （⑽ 十 1 e_itr+ & e …]， 

i -0 

(123.9) 


共中记号 


5 [ = exp(2i3 l ). (123. 10) 

把平面波 (34. 2) 展开，作同样的变换，可得 

e ‘〜 ▲全 (2“1 )匕 (⑽ 6/)[(-lV + V … + e …] • 
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我 们 看到，差式 卜 e … 中含有因子的各项果真都被消去. 
这个差式中 ^ fc Vr 前的系数就是散射振幅， 我们得 


⑽ + ⑽ 0 )_ (獻 11) 


这个公式解决了用 A 表达散射振幅 的问題 （ H, Faxe f n and 

J ， Holtsmark ， 1927) ‘① 

如果 da 对所有的角度积分，即得总散射截面^它等于粒子 
被散射的总几率（单位时间内）与入射波几率流密度之比，把 

I 

(123. 11) 代人下列积 分式： 

cr = 2^ 1 f(6) j 3 sinOdB* 

* o 

考虑到〖值不同的勒让德多项式是正交的，而 u 

包 in 刪 r " 2 V ^ l * 

得到总截面 


cr - 


4 jt 


cp 


爹 E ⑶ +l)ain 2 (5 


(123.12) 


这个求和式屮的每一项就是对轨道角动景给定为 ； 的散射粒 
子而言的分波裁面注意 a 的最大可能倬为 

A， max = |(2i 十 1) (123.13) 


①根据周相& (假定为已知）复原散射势的形状问睡十分重要.这个问魍是由 
H. M. re^^ a H： B. M. JleBirraE，B- A.Mapiem^ 解决的 . 他们发现，为 了确定 U ( r) t 
原则上只需知道5。0)在波数 = o 到 jfc = oo 的整 个区域 A 的绝数形状就可以了，如果 
还有分立（负的）能&五，的话，尚需知道分立态陂函数渐近式（当 r ― 叩 时) = 

中盼系数根捃这些数据确定需要求解一个线性 
积分方程，这个命题的完楂讨论见 V，de AUaro and T, Regge, Potential Suite- 
ring, Norih-Hollatia, Amsterdam, 1903. 
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上式与 (34. 5) 式比较后可知，角动景为 i 的散射粒子数可以比入 
射束中的这种粒子数大四倍.这是一种纯粹的量子效应，它乘自 
散射粒子和未被散射粒子间的千涉. 

今后还要用到分波散射振幅广，它定义为以下展开式中的系 
数： 


f (0) = ^ i (2 t + l ) f i P i ( cose ). (123.14) 

I 

按 （123. 11)，它和周梠&的关系为 

— —D ， （123 , 15 ) 

而分波截面为 

or , = 4, Y (2 M l ) |/,1 2 . (123. 16) 


§124 —般公式的研究 

以上所得的公式, 原則上 适用于任一场 t / OO 中的散射，该场 
在无穷远处等于零.这些公式的应用，只归结力对式中出现的周 
相4的性质的考察. 

为了估计出《值很大时的周相 <5,的数量级，我们可以利用^ 
很大时运动为准经典的事实（见 S 49). 波函数的周相此时由以下 
积分确定： 




㈤ 纪-手心 + 如， 


其中 r 。 是根号内表式的一个根 ( r > r 0 是运动的经典允许区).从 
上戎中减去以下自由运动波函数的 周相： 



(l-i-l/2) 


dr 



并令 co s 按定义即得 A + 对于很大的£，％也变得很大，因此 
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C /( r ) 在整个积分区内都很小，我们近似地得 


乂 = 一 | mU (_r)d 



ft 3 


V * 2 


d + my 


(124, 1) 


此积分(如果收敛)的数量级为 

<5,〜 mC /( r fl ) r D / 味 妒）， (124.2) 


h 的数量级为 hA - 

如果 t /( r ) 在无穷远处接 l / r n 趋于零(《>1)，则积分 （121 1) 
收敛而周相1为有限.反之，如果 w < l ， 积分发散，从而周 相&为 
无穷大.这一点对任 意的〗 都能成立，因为积分 （124.1) 的收敛或 
发散依赖于 G 0)， 在 r 很大处的行为 f 然而在远距离处(该处的 
G ( r ) 场已很弱)，径向运动对所有的 Z 讲来都是准经典的.我们 
将在下面看到， （123.11) 和 (123. 12) 式当 A 无穷大时将作怎样的 

解释. 

我们先考虑总截面级数表式 （123. 的收敛性.如果考虑到 
C /( r ) 比 1/ r 递降得更快，由 （124.1) 式可知， Z 大时周相 A « l . 

因此可令 (123.12) 式高次项之和就具有的 

数量级+根据级数收敛性的积分准則，我们知道，只要积分式 
收敛，则所考虑的级数就是收敛的.把 (124. 2) 式代人井 
把 i 换成后，即得下列积 分式： 

J G 2 (r 0 )rK 

如果 C 7( r ) 在无穷远处桉 l / r ft 衰减而》>2,这个积分收敛,从而总 
截面芳有限.反之,如果场 " O ') 衰减得不比 1/ r 3 快，总截面就变 
成无穷大.这一点的物理原因是，当场只是随距离缓慢地衰减时, 
小角度散射的几率变得很大.我们可以回顾一下经典力学中的有 
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关情形，当粒子以很大的但是有限的踫撞参量/ > 通过任一势场(这 
个场只当 r->oo 时才等 于零)时,总是要偏转一个很小的但是并不 
等于零的角度，因此不管的衰减规律如何，它的总散射截面 
总是等于无穷大①.这种论证在量子力学中并不成立，因为当我 
们讲到散射到某个角度时，这个角度必须比粒子运动方向的测不 
准量大得多.如果碰撞参量的巳知精确度为 Ap , 那么它所引起 
的动量横向分量的测不准量为 ft / Ap , 亦即角度的测不准暈为 

紧干 G ( r ) 衰减缓慢时小角度散射占有重要的地位，这就自然 
地产生了这#的一个问题，卩 ( r ) 即使比 1/ r 2 衰减得更快，0 = 0的 
散射振幅有没有可能仍是发散的7我们令 （123. 11) 中的0 = 0,对 

后面的项讲来它们的和与成正比+正如上段中所做的论证 

那样，当判别这个和是否收敛时，莰后我们得到以下积分： 

j V{r^)rtdr^ 

当 t /( r ) 〜 1/0而 n <3 时，此积分发散 4 由此可见，势场的衰减不 
快于 1/ r 3 时,0 = 0处的散射振幅变成无穷大. 

最后，我们来考虑周相 <5,本身等于无穷大的情形，它发生于 
t /( r ) 〜1/，而 n < l . 根据以上所得的结论显然可以知道，当场衰 
减得这样慢的时候，总截面以及 t ? = 0 的散射振幅都将等于无穷 
大.但还留下一个如何计算的 /( 朽问题.首先应该注意的 
是，我们冇下列公式® 


① 这反映在经典力学中确定总截面的枳分 Jsjrprfp 是发散的. 

② 这个公式就是 <3函数的勒让逋多项式展开，上式两边乘以幻并 
对亦积分后即可得到直接验证.其中偶函数以幻的枳分式 打取为 1/2. 
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2(2 ； +l)F f (co30)-4(5Cl-cos0). (124.3) 

J-O 

换句话说，只要这个和就等于零.所以对 (123.11) 式的散射 
振幅讲来，彳关 0 时我们可以略去每项方栝号内的 1， 留下 

f{0) +l)P t (cos9)e Zi \ (124.4) 

如果上式右边乘一常数闲子截面不会发生改变，因为 
它是由模量平方 j / (幻 I 2 确定的，此时复函数/(❸的周和只是改变 
了一个不重要的常数.另一方面，把差 A — <5。表成式那 
样， C /( r ) 的积分发散性就被消去，只留下一个有限的量.因此在 
所考虑的情形下，我们可以采用下列公式计算散射振幅 


§125散射的幺正条件 


任意场(不一定是辏力场）中的散射振幅都能满足来自一般物 
理要求的某些关系式. 

对任意场中的弹性散射讲来，波函数在远距离处的渐近式沟 

^^e ibran> + 丄 /(n ， n f )e iltT . (125.1) 

T 

这个公式与 （123. 3) 不同之处在于，现在的散射振幅依赖于两个弟 
位矢悬的方向，沿人射粒子的方向 （ n ) 以及沿散射粒子的方向 （ nO , 
而不光是依赖于这两个方向的突角. 

入射方向 n 不同的各种 （125. 1) 式的函数，它们的任意线性组 
合仍代表某一可能的散射过程.把 (125. 1) 式乘以任怠系数 F ( n ) 
并对 it 的各个方向（立体角元积分后，就能把这样的线性组合 



写成以下积分 形式： 

fF(n)e itrn n ’cr£> I ^jV(n)/(n ， n^do. (125, 2) 

J j 

由于距离 r 任竞大，第一个积分中的因子是变矢量 n 的方 
向的急剧振荡函数.因此该积分主要由指数极值（此时士 n f ) 
附近的 n 值所确定.在 n = 士 n ' 的邻域中，因子 F < n ) aF (土 iO 
可以拿出积分号外,然后积分得①： 

2jTiF(~n , )^y^-2^iF(n r ) n'yFi^do, 

约去公共因子 2 nijk ， 上式可写成简洁的算符形式 

(125.3) 

式中 

(125.^) 

/ 是由下式定义的积分算符： 


fF(n f ) W(n)rfi (125, 5) 

s 算符 称为散射算符 （或 散射矩阵） 或者简称为& 矩阵， 它是由海 
森怕首先引人的 （1 W 3). 

(125. 3 )中的第一项代表射向力心的波，第二项代表离开力心 
的波.弹性散射中，粒子数守恒可丧为人射波和 ; 出射波的流密度 
相等.换句话说，这两个波的归一化应该相同.为此，散射算符必 
须是幺正的 （ § 12), 也就是说，必须有 

砂 =1 ， （ 125.6) 

或者把 〔d 4) 式代人上式并互乘 


① H ® 这个积分时 n 丁把积分路校弯向变 4((? 是 n 和 nil 的夾角）的 
上半复平面,保持它的两端 P = 士 1不动，远离这两个端点时， 函数就很快地衰 
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(125.7) 

最后，利用定义（125.5)，我们可以把散射的幺正条件写成以下 
形式 i 

/( n T nOn ) n ") r ( n \ (125.8) 

u = n ' 时上式右边的积分正是散射总截面 a = Ji /(« i , n 〃) lW f .上 

式左边的差值此时可以化成振幅 / Oi T n ) 的虛部.这样，我们就得 
到了弹性散射总截面和零角度散射振幅虚部之苘的普遍关 系式： 

Im/(n,n)^ (125. 9) 

此式称为散射的光学定理. 

散射振幅的另一个普遍性质，可以根据时问反浪对称件的要 
求导出.在量子力孕中，这种对称性表述为：如函数 P 描述任 一 
可能态，那么它的复共轭函数也对应于某一可能态 （§18) .因 
此 (125. 3) 式的复共轭波函数 

(iO 

r r 

也描述某种可能的散射辻程.我们通过令 一= — nO 

定义一个新的任意函数.利用算符^的幺正性就得 

F lk (n^^~(S^)^ t 4>(~n r ) = - S^(-n r ) 

引入改变矢最 n 和 i 符号的坐标反演算符 A 则可写出 

(― nO =FJ? + (心 ^ — Ps0(n i ) f 
从而得到下 列时间 反演波函数： 

? — 少（一 lO -—PSP0(n f ). 
r r 

此式必须和原先的波函数（1加. 3) 实质上相同、比较后表明 ， 它导 
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致下列条件 

psr = S t ( 125 . 10 ) 

此时两个波函数只是在任意函数的记号上有差别 . 

把算符等式 （d 10 ) 变換成矩阵等式后，即得散射振幅的相 
应关系式.转置使初末态矢量 d 和 V 对调，反演則改变它们的符 


号.因此有 




— n )* 

(125 - 11) 

也就是 




/( n t n , )^/(- n , , - n ). 

(125, 12) 


这个关系式(称为倒易定理)表达了这样一个明显结果：两个亙为 
时间反演的散射过程具有相等的振幅.时间反湞把初末态对调并 
把态中的粒子运动方向变成反方向. 


对千辏力场中的散射，以上所得的普遍公式可以简化.这种 
情形下的振幅只与 II 和 V 的夹角0有关.因此(1 2 5二 2 ) 
变成了一个恒等式.幺正条件（ I 25 . 8 )变成 

lmn$) < 125 . 13 ) 

式中！>， 〆 是 n ， f 与空间中某一固定方向 n " 间的夹角.如果 /( 幻 
采用展开式 （123. U )， 应用球谐函数的加法定理 （ c ,10)， 可从 
(125. 13) 式中得出分波振幅的下列关 系式： 

(125. 14) 

这个公式也可直接从 （123. 15) 式导出，按该式有 \2 ikf r hl \ l ^ l t 
在辏力场中散射的情形下，光学定理 (1 H . 9 )也很易从 （123. U)m 
(123. 12) 式直接导出. 

把 (125. 14) 式改写成 = 后，即可看出振幅尤必 
须具有下列形式： 
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(125 + 15) 


fl= -g^TP 

式中的 A = 是一个实量；它和周相 4 的关系为 

g t =^cot<5! (125.16) 

以后我们要多次用到这个振幅表达式. 

我们来考察一下(对辏力场中的散射)以上定义的散射算符和 
§123理论中所述各量的关系. 

由于轨道角动在辏力场中是守恒的，散射算符和角动量算 
符对易.换句话说，6矩阵在？表象中是对角的，又由于 S 算符 
是幺正的，它的本征值模： i ： 必等于1,亦即必具有#〜的形式，而 
心为实数.很易看出 ，这些 A 和波函数的相移是一样的，使得 S 
矩阵的本征值就是 （123.10) 中定义的 A . 算符/ =(3— 1)/2化 
的本征值就是分波振幅(1 2 3. 15). 实际上，如果我们把函数 F(n) 
取作 P . Cco ^) [从而 P (- n )- P ( (~ costf ) = (-1) 波 
函数 （125. 3) 应该等于 (123.9) 中一个求和项所代表的薛定谔方程 
之解 . 因此有 

SPi(cobO) =S^Pi(co&0) w 

对于沿^轴入射的平面波讲来， （125. 3) 中的函数 F ( n ) 就是 
<5函数 F ^ 4 d ( l - cos 0), 其中的0是 n 和2轴的夹角，这里定义 
的 <3函数可参考§124中对(1 2 4. 3 )所加的注，<3函数前所选的系 
数是这样的，当它代入定义 （125. 5) 式的右边时正好可以得出 KW ， 
这时0是 n ' 和3轴的央角.把这个 <5函数表成 （1 W . 3) 式的形状: 

F^iS(l-cos6) 。 ^ ； (2^ + 1) 尸 〆 co s 0) (125. 17) 

再把算符^作用在它上面,于是，正如所预期的，我们即可得到，形 
如 （123.14) 式的散射振幅. 

最后，还应添加下面的埤明.从数学观点看来，幺正条件 
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(125. 8) 式说明了这样一个事实，并不是所有预先给定的函数 
都能成为某个场中的散射振幅.特别是，并不是所有的函数 
/(的都能成为某个辏力场中的散射振幅.根据 （125. 13) 式，它的虚 
部和实部之间必须满足一定的关系.如果把它写成 I/I e 1 ' 
当模量1/1与所有角度的关系给定以后， (125. 13) 式就给出一个积 
分方程，由它原則上可解出未知的周相，换句话说，知道了 
散射截面（即模量平方 |/ j 2 ) 与所有角度的关系以后，就可在原则 
上复原该散射振幅.但是这样的复原缺乏唯一性，它可以相差一 
个以下的变换式 

(125.18) 

上式能使 （125.13) 式保持不变[当然也使截面 |/| B 保持不变 .（12 
5.18) 式的变换等价于 （123.11) 中所有周相1同时变号].但是, 
这样的非唯一性是可以消除的，只要把散射振幅看作既是角度的 
也是能量的函数.以后将看到 G 12 S ，§129), 作为能量函数的振 
幅，它的解析性质对 (125. 1 S ) 式的变换不是不变的. 


§ 126玻恩公式 

在一个极为重要的情形下，即当散射场本身可以看作微扰时， 
能够#到散射截面的一般计算公式①.§45中已经证明，当以下 
两条件之一成立时，即有当作微扰的可能： 

i^|«^y (126. 1) 

以及 

\U\^：— = ^^Jca, (126.2) 

a ma 


①在纟 123 中导出的抒遍性理论中，这个近似相当于所冇&全都很小时的情形， 
并且要求达些堝相都可从以势能为微扰的薛定 G 方程中算出来 （E 例超 4). 
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式中的 o 是场 C /( r ) 的作用范围， U 是该场主要区域内的场值的数 
量级.当第一个条件得到满足时，这个近似对所有的速度都能成 

立;第二个条件表明，它对足够快的粒子总是适用的. 

根据 H 5， 我们把波函数取成 弛 形式，式中的 
步⑴ = e^ T 对应于波矢为 k = pM 的入射粒子.根据 （4S . 3 ) 式:我 
们有 

汽 x,y,z) = 〆 ， z f )e^^^ (126.3) 


取散射中心为原点，我 H 从原点到^”値的计算点引一径矢量 
把沿 I 的单位矢量记作 n f . 设体积元的径矢量为则有 
R = R ft ~ r \ 在远离中心处，札》 〆 ，因而 

[R 0 —r 1 1 *n\ 

把它代人 （126. 3), 我们得少〜的下列渐近 式： 

2 Jrft x£o 3 


(式中是散射后粒子的波矢量乂上式和 （12 S .3) 式给出 
的散射振幅相比较，求得后者的表式为 


卜 ^ 7 d 

式中已经变换了积分变量并且引进/矢量 

q 二 k ’ 一 k, 

<1的绝对值是 

0 

^ = 2^? sin ™ 


(120. 4) 


<120,5) 
(129. 6) 


其中 <9是 k 和V的夹角，也就是散豺角. 

最后，把散射振幅的模量加以平方 f 即得下列散 射到心 立体 
角元中的截面表式： 


dor 


■> 

m ' 


4 jt ^ 


Ue'^ T dV 


3 

do ^ 


(126.7) 
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我们从上式看到，动量变化为如的散射，是由7场的相应搏 
祖叶分置的模量平方确定的. (126 - 7) 式是由玻恩 (M. Born，1926) 
首先得到的.碰撞理论中通常把这个近似称为玻 恩近似 . 

要注意的是,这个近似中存在着以下 关系： 

/(k，k ')=/ W，fc) (126.8} 

这是正、逆两个散射过程间的振幅关系，也就是初、末态动量相互 
对调但不像时间反渲那样改变符号的两个过程间的振幅笑系.由 
此可见，这个散射中出现了倒易定理 （125. 12) 式以外的另一种对 
称性.这种对称性与微扰论中散射振幅的值很小有密切的关系, 
并且可从幺正条件 (125. 8) 式直接得到，只要在该式中略去含有/ 
二次项的那个积分 式①. 

026. 7 >式也可以用另一种方法得到（但是不能确定散射振幅 
的周相).我们可以从一般公式 (43.1) 出发，该式给出’的连续谱状 
态之间的跃迁儿率为 

在目前愦形下，这个公式要应用到动量为 P 的入射粒子态跃迁到 
动置为〆 的并且散射到立体佑元内的粒子态.态的间隔 
可以取作幻' 把以下初末态能量差代人： 

忍 /— K 圹 一 P 3 )/2 w ， 

得到 

l^ p |M (W) dV/ (2 打 A)(126. 9) 

入射粒子和散射粒子的波函数都是平面波.由于我们巳经把 
态间隔 dv/ 取作 p / 2 ^ 空间的体积元，末态波函数必须按 p / 2 jzA 


CO 闪此很明这种对称性叩使在微扰论的二级近似中也巳不 K 存在.这将 
在 S ISO 中直接证明：参考 （130*13) 式， 
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的占函数归 一化： 

名 p ，■ r 

■ ， (126.10) 
初态波函数仍按单位流密度归 •化： ， 

t = v / f ’ r ， （ 126 . n ) 

^<126. 9) 具有面积的量纲,它就是微分散射截面. 

(126. 式中存在着 <5函数意味着〆 = P ， 亦即动量的绝对伉 
不变，这是弹性散射所应存的.变换到动量空间的球坐棕中去（即 

把以妒改为 f 却 W= 并对 p 积分，就能把3函 


数去掉.积分的结果相当于把被积式中的V改成 P， 结果得 


da ¬ 


mp 


4 W 




do \ 


把 (126. 10), (126. 11) 的函数代人上式，我们又一次得到最终表式 


(126, 7) + 

<126. 7) 式的形状，可以应用到 U ( x , y ， s) 场中的散射，这个场 
不只是 r 的函数而且可以足坐标的任意函数.但在辏力场 GO) 
的情形下，这个公式还可进一步变换.在积分 


\U(r)e^^ r dV 


式中，我们采州球坐标『，炉，它的极轴沿着矢量 q 的方向，我们 
用办代表极角以便区別于散射角匕现在可以对*和史进行积 
分,结果得 



U (r)6^ roos V 3 sin 砂财 d<pdr = 4 jz 


r U ( T ) ^ ML Tdr . 

Jo Q 


把上式代人 （126, 4) 中，即得辏力场中散射振幅的以下表式: 


卜-割 >« ，恤， ⑽. 12 ) 

当0 = 0 〈即 g = 如果 C/(T) 在无穷远处的衰减不快于1/< 
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则以上积分发散（与 § 124 中的一般结论一致). 

我们注意到下列有趣事实 . （d 12) 式中的粒子动量 p 以及 
散射角0只通过2表达出来.因此在玻恩近似中，散射截面对 

0 的依赖关系只是通过 psin | ■表达出来. 

再回到任意场我们来硏究速度很小和很 
大（如》1〕两种极端情形.速度很小时，可令 （126.4) 式中的 
因此散射振幅为 

f ^~^l UdV * ( 126 . 13 ) 

而当 t ；= C /(0 时，则有 

/ = 〜 ^lp7( r )n (126, 14) 

万 J 0 

I 

此时的散射呈各向同性并且与速度无关,这和§ 132 中的一般结论 
相一 致. 

反过来，在高速极端情形下，散射显著地非各向同性，它主要 
是集中在张角很窄的 AO ^ l / ka 锥体范围内的向前散射；实际上、 
由于这个锥体以外的值很大， e - ; «- 因子是一个急剧振荡函数， 
它与缓变函数 V 相乘后的积分结果差不多等于零， 

ff 値很大时的截面衰减规律并不是普适的，它与场的具体形 
状冇关.如果场 = 在 r = 0 处或 r 的任一实数值处具有奇 
点，那末积分式 (d 12) 主要由这个奇点的邻域所确定，其截面按 
某一幂次规律衰减.这个规律也适用干函数没有奇点但不 
是偶函数的情形,•此时 r = 0 的邻域在积分中最为重要.但当 C /0) 
是 r 的一个偶函数时，这个积分可在形式上扩展到负的 r 值，即 
沿变量 r 的整个实轴，随后可把这个积分路线(如果 E 7( r ) 在实轴 
上没冇奇点）移到复平面上直到碰上最近的复奇点为止.当 S 值 
很大时，积分将作指数衰减,但是必须记住，玻恩近似对于计算这 
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种指数式的小量一般讲来是不合适的（违可参考 § 131). 

尽管 Hika 锥体内的微分散射截面与速度的关系不大， 

但其总散射截面(假定积分力收敛)在髙能时由于锥体张角的 

减小而随之减小，它与锥体所张的立体角成正比，即和 ( A 0) 1 〜 
1/ W 成正比，或者说和其能量成 反比. 

在碰揸理论的许多物理应用中，描述散射的下列积分通常称 

作输运 裁面： 

cj 1T = j(l-cose)d(T. ( 126 . 15 ) 

通过类似干以上的讨论可以知;1，高速时这个 fi 是和能量的平方 
成反比的. 


例 题 

1. 求球势阱的玻思近似敝射截 m , 该势阱当 r < a 时 t / i — 时 
解，计算积分式 (12 S . 12), 得下列 结果： 

4^( mUfA2 Y 

V ?i 2 / (qa ) c 

对所有用度积分后（最好取 q - 2k^\n (0/2) 为积分变置，把办换成 2ytqdq /^) 
即得散射总截而： 


do = 


Yf ,. 1 

~ J L (2 fca ) = 


sin4ka 
(2 ㈣ 3 


sin z 2kcT 
~[2 ka ) 1 , 


极限情形下由上式# 


fca《l 时; 
右0》1 时; 


" 7 ^"" v Vt 2 — ) 

27 r / mL \ a - V 

f^ 2 厂 


2* 同上题，怛 U = 

解敁奸用 （12 G .7) 式计算，取 q 方沏沿一个浼标轴 + 结果得 
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及总截商 



mL : W 


(1-e 



这钙公弍的适用条伴由心的小弩式 （ I 2 心 1 ) T (12 G ,2) 绐出.此外，如果 
指数的绝对值很九.如的公式也不能15用夂， 

3 . R 上题，料场 C / f ^ e -咖- 

T 

解 i 十算积分式 （〗2 G .]2) 柯： 

V / ( yv + i ) 2 ’ 

总截面为 


a = lG ^£ a 2 i 


ama 


% 


AJc y a 2 -^r\ 


这些公式的适用条件由卩 a / ot ^}(\26 A ) (126. 2) 式泠 出 ： amW « 1成 
a / 卉 v « l - 

1 求坡恩近似情形下辏力场散时的周相4 、 

m 对卩00埼巾込动的径向波函数及以及对 ri 由运动珐函数 
我们有方程[见 （33. 10)] 



1(1 J - l ) 


r- 


2 m 

~ n ^ 


u p:-o T 




「 




X (Ct = 0. 


第一式乘笫二式乘夂扣戒后再对 r 积分（采用 r = 0处的边界条件欠 
= 0), 我们得 


f {T)X^(r)-^(r)^ } (r) = ~\ T UZX^dr, 

ft- \ 

把 tf 看作微扰，上式右边可令 〜产. t 一心 时上式左边可用渐近式 <33. 12) 
和 （33. 20) ,而在积分式中我们用格确式 （33. 10) 代人 # 结果嵙 


①这种情形下微扰论的不适用性很容易从计算二级近似的散射振榛中看出 [E 
(130. 13)〕，里然指数函数的系数比一级近似项的系钕小，4是负指数只比一级项中的 

大一半. 

■ 267 - 






sm<5|^r3 r = — U (r)r^!+±(^r)] 2 rrfr* 

九」 * 。 3 

这个式子也可从坡恩散射拫幅 （126. 4) 直接展成勒让德多项式并与 （123. II ) 
比较后得到（对小的⑸. 

5. 用坡恩近似求 U = a/(f + f ) n 〃的 场中 （ n >2) 快粒子 （ Aa » l ) 的总 
飫射栽面. 

解我们将看到往这种情形下，大角动量的分波振椹在散射中是主要 


的.所以把 （123. 12) 中对 f 的求和改为积分; H 可以算出 截面； 在坡思近似 
下，所有的所以 


cr^^-r2l6\dL 

fC - g 

* 值大的4可从（124-1>算出： 


3(=-' 


_^f 


dr 


J"* (r 2 ba 2 ) n/ 2 (l^ 


( 1 ) 


作替代 T *+ a 5 = 十 P / fc 2 ) /t J : 式可化成熟知的欧勒积分，结果是 



mah n2 



( 2 ) 


( i ) 式由范 mi 〜说 》 i 所确定，这就证实丁所作的假定，对该式进行积分， 
计算后给出 



(3) 


根据 （126.2), 在此情形下坡恩近似成立的条件为注惫 cr 〜 
k ，\ 这与前面的…般说明一致， 

6. 用玻恩近似求二维场幻中的骹射振幅,粒子束沿真轴人射 ■ 
解采用5 45的第二个附注和汉克耳函数的渐 近式： 

町 1 )⑷… 时， 

^ JCU 


我们求出在远离场轴 （ J 轴)的迅处，波函数的修正式为 




m 


/«?) 

Vif 


^="6 


fJtBi 
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式中的散射振幅为 


勝-^ r 叫 _ 〆 .•々， 

戎中 p = Or + 幻是二维 径矢， d^p = dxdz T f ? 是心平面内的散射角，二维愔形 
下，敞射振 幅的最 纲为长度的平方根 t 敢射裁 Bi |/!=^的量纲为长度， 

§127准经典情形 


我们来研究散射的量子理论过渡到经典理论极限时的方式. 
不考虑散射角^为零的情况，我们可把精确理论给出的散射 
振幅写成 （124. 4) 的 賅式： 


/(9)= 2 T^ (2 ^ 1)Pi<C °^ )eZi<I (127. 1) 



我们知道，准经典波函数以有大的周相为特征，因此自然可假定， 
大的心相当于过渡到经典散射理论这一极限情形.求和式 (127. 
1) 的值主要由丨值大的项所决定.因而 p t — e ) 可用渐近式 
(49.7) 来代替，该式可写成 


P ,( co s 0) 


i t M J J fl + i ^ ' i < I f 


4 


^/2 jrtsiu 6\_ 

上式代人 （127.1) 得 




—e 


办 十 V 2 jrsin 沒 

i [2 〜 ( i + ^) fl <] ‘ 


€ 




(127.2) 


这些指数因子作为【的函数都是急剧振荡的（因为它们的周 


相很大)，因此 （127, 2) 式的求和中大多数的项将相互抵消.这样 
这个和式主要取决于这样一些/值，这些〖位于指数的一个极值附 
近，亦即下式之根附近：. 


2 喜 -6: ±0 = 0, 

at 


(127.3) 


* 269 



在此范围内级数中所含有的大量的项，其指数因子几乎保持不变 
(因 为极值附近的指数变化缓慢）， 因 此这些项不会相互抵消掉， 
准经典情形中的周相 A 可以写成以下两个周相之差当 r->oo 
时的极限值（见§ 12^)： 一个是场中准经典波函数的周相 


T 


兀 + 去『 卜! ：£—"( r )] — A 2 ( Z + 去) 2 /’ 2 广 W ; 


另一个是 tl 由运动波函数的周相（见§ 33) 




因此得 


一)少 ㈣ 2 -令 


+X4 


士 0* 


(127. 4) 


再将这个式子代人（127_3)式，当我们计算这个积分的导数时，必 
须记住积分限 h 也是依赖于 Z 的，但是由此而产生的 Mr。/ 心项 
正好和 A 中一&。项的导数相抵消 4 

+ D 是粒子的角动量，在经典力学中可以写成 mpv 的形 

式，共中 P 是碰撞参量，〃是粒子在无穷远处的速度，作此替代后； 
最终 （127.3) 式呈以下 形式： 

\ u 7W2m (E-U)^- ° 27 ^ 

斥力场中只当式右 0 前取负号时，上尤才能有根 (P 的根)，引力场 
中式右只能取正号. 

(127. 5) 与通过碰揸参量确定散射角的经典表式（见 《 力学>, 


§ 18) 完全相同，很易证明，从上式确灾可得截面的经典表式. 

为了证明这一点.我们把(1% 2) 中的指数展开成^ = £-/ 0 (0) 
的幂级数，其中的的由（1 2 7. 3 >_(1 27 - 5 )式确定.我们取 
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(127.2) 中的第一项，从而取 （127.3) 中下面的负号(吸引乂按 

(127.3) 有 




故 



2d lo —(l 0 + 去 ) 沒 - 


^ 2 -i(dO/dh)V\ 


(i27_2) 中对 z 的求和现在改成在点附近对 r 的积分.把 
V 看作复变量,在该点附近取积分路线沿指数的最速降落方向，该 

方向与实轴的夹角或为或为一这由»的符号来确 

定-换句话说，我们令 " = |exp<±-p；r) 并对！的实数值积分; 
由于该积分收敛很快，积分限可延伸为 一CO 到 


M 


ex H — T 1 


■? 


dO 

0 


2n 


\dh 

d¥ 


结果为 


rm 


_ 

h V sin^ 


o 

d(f 


exp 


2d 


-(“O - 4 


jr 


(127, 6) 


故 


h 


d<7 I jf f 2 * 2 jt sin 0d8 — 2 jt— ^ 


dO 


dO . 


(127. 7) 


碰撞参量为户=卜作，干是我们就回到经典公式 da ^2 jzpdp . 

由此可知，经典散射(偏转角 e 力给定）的条件是满足 （d 3 ) 
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式的；值必须很大， 这个丨 值的1也必须很大①.后一条件有一 
个简单的解释.当粒子以碰撞参量 P 入射时，如果我们可以说偏转 

I 

0角的散射是经典的，那么这两个量的量子力学测不准值必须比较 
小: Ap « p f A ^«(5. 散射角的测不准董为数量级，其中 
|)是粒子动量, Ap 是其横向分置的测不准量，由 Ap ^ h ^ p^/ Pt 
我们有故 

{127.8) 

把角动董 m P v 改成我们得 w > i ， 这就是心》1<因为 m 
可从 （127. 3) 看出广 

粒子的经典偏转角可以用“碰撞 时间 1 V 〜内的横动量增 
量原动量的比值來估计，在距离 P 处粒子所受的力为 
F = — dU( P )fd P; 茁彳 M 〜 Fpfv ， 故 G 〜 Fp 这个估计只当 

h 

^«1 时才严格成立，但即使对 0-1 也能用来作出数量级的怙计 . 
代入 (127. S ) 中，得到下列形式的准经典散射 条件： 

]F\pK^>hv. (127.9) 

这个不等式应对满足 PI ( P ) \% E 的所有 P 值成立. 

如果场 U ( r ) 衰减得比 1/ r 还快，那么对足够大的 p 值来讲， 
条件 <127. 9) 总是不能满足的.可是小的 d 对应千大的因此角 
度足够小的散射不再是经典的.反之，如果场的衰减不快于 1/ r , 
小角度散射就是经典的；此时大角度散射是否力经典则取决于场 
在小距离处的行为. 

对于库仑场, U = < x / r f 如果 ol 》%”， 则条件 (127* 9) 是满足的. 
这个条件正好和库仑场作为微扰的条件相反.可是我们将看到， 


① （127. 5) 式 给出的 0和 P 的关系有可能不是一一对 应的： 可以有不止一个/> 
值对应于局一个值.在这种情形下， /( 幻是由一些具有适当值的 （127 - S ) 式求和得 
到.在 6( p ) 的极值处，导数 dpfdO 从而还有经典微分截面 daldf > 都突成无穷大！接近 
这样的0角时，经典近似当然不苒成立(见题2 X 
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在庳仑场散射中，量子理论所得的结果总是和经典结杲相一致的. 


刪 ” 1 心) 

这个积分的叶算 ML S 1%例题5, 

把〔123.中的求和改成枳分，有 

七 - 0 


⑴ 


然后作替代 A = u 井对 w 进行分部积分，以上积分式可化成伽玛函数+纟6果 
得 


<T — 2jz n/ 


SLJI 


jt n 3 

y ' n -1 


n 3 V 


rr U ： 


- i)r 


设) 




( 2 ) 


»=3时不定式展开后给出 < j ^2^ a / Hv , 

这个结果的适用条件酋先是， A 〜 1 时有 t » h 由此给出不等式 

mak n ~^/ h ^» l . 

另一个条件是耍求 CKr ) 在超过距离 


/ I -. 


例 题 

1- 求某场屮准经典散射的总截面：该场在足够远处具有!7 — a / rVn > 
2) 的形式. 

» 由于起主要作用的是 Z 大的4所以我们用 （124.1) 式计算 <3 J: 


<3 i = 




dr 


Ji/k 


k 1 


l 



< i 是从得到的）沿，必须具有木题所给的渐近形式，这个距离在积分 
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(1) 中起着主荽作用：如果场的渐近式 H 当距离时方能达到（其中 a 是 

该场的特征尺度），我们就有条件 

? na / Hcj n _ I » l + 

上式给出了所能允谇的速度的上限.这种情形下，对足够髙的速度 Oa / 
A 2 jto fl - 1 «l) s cr 〜 iT a < 参考 § I2G, 题 5). 

2. 在经典散射角 0( P ) (作为碰揸参是的函数）的一个极值附 
近，求散射的角分布. 

解在某个处具冇极值，则按 （127,3) 式，吆点附近的4其有 
如下形式： 

2d l ^2d la \-9^l f +-|-«i ；s , 

其中 & V = l - h , 在这里我们仍取 （127.3) 中下面的负号译一恃 
殊情形.对函数的极大値或极小值，常数 a 分别为负或正.对散射振 
幅讲来 ， （127.6>改成 

其中 f = 0 一 用（&.3)把以上积分式化成义 S 函数，最后得下列肽射截 
面❽： 

4 jtl ^ 

a 2/3 F 

微分截面加 / df 随进入散射的经典允许区 （ a <0 时的 F >0 ，m a > 0 
时的 f <0) 的距离的增大而戚小；在0 # >0点的另一侧，它在零和逐渐衰戚 
的一个振幅之间振荡.在以 f …= 1,02处 , dcrA ^ 具有极大值，该处的由* 
= 0-90* 

3. 求小角度准经典散射的角分布，设对某个有限的0=/<)/&值，经典 
偏转角0等子零 + 

解准经典散射的假定彺这甩意味苻 L»l 和于是接近于 I 
的^值在散射中是重要的.对 T 小的 c = f 我们有 

然后按 （127 J) t r =0时 0 = 0. 将上式代入（127*1>，把 iMcod ) 写成 (49,6) 



①这种类型的肽射在成虹理论中 m 现，因此被称为虹散射, 
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形式， 对£ 的求和又改成对点附近的 r 的积分®: 

/ =^ exp (2 i <5 c ) fj 0 ( iS ) exp ( i ^ D 2 rfr . 

这个积分是由厂〜卢的 K 域确定的，对于的角 T 我们 可把 
移出积分马外并取 1 - 1 , 处的疽剩下的积分用前面所述的方法计算. 
结果得截园® 


d ^ r ^^ JUhO ) do , 

当散射角接近子 n 时，可得类似的截面結果、如果对某个有限的(非零） p 值 
经典肢射角趋于兀的话. 


§128散射振福的解析性质 


把散射振幅看作是进行散射的粒子能量忍的函数并把五形式 
地看作复变量，可以确立有关散射振幅的一系列重要性质. 

我们来考虑一个粒子在场 t / o ) 中的运动，该场在无穷远处足 
够快（快的程度以后再指出）地趋于零.为了简化讨论，先假定该 
粒子的轨道角动量丨为零.我们可把波函数 和忍为任一给 

定值的薛定谔方程之解）的渐近式写成 

X^rf = A(E) exp (— exp(^^^r 〉， 

(128, 1) 

并把 f 看作复变量，当芯为负实数时，把 vi 定义为正的.此波 
函数假定已按某一条件例如^ (0) - 1归一化. 

在左实轴上（ 五 <0)， （128, 1) 中第一项和第二项的指数因子 
都是实的， r — oo 时，其中的一个是衰减的另一个是增长的.根据/ 
是实函数的条件，可知 E < 0 时/1(瓦)和 S (忍)都是实函数，由此还 


① P 格讲来 ，振幅屮应包含来自碰捶参*/的小角度散射供献的一项，但 
此项与所列山的那项相比一般讲来是很小的. 

© 这种类型的骹肘出现于某种气象现象的理论中 7 称为发光敢射. 
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能得出这样的结论，在对称于实轴的任意两点上，这两个函数具有 
复共轭值： 

B [ E ‘) - B * ( E ). (128, 2) 

从左实轴通过上半平面转到右实轴，即得 i ?>0 时的波函数 

渐 近式： _ 

X ^ A { E ) e itT + B ( E ) e ~ ]tT , 气 (123-3) 

A 

如果是通过下半平面转到右实轴，我们就得 

X ^ A * ( E ) e il \ 

由于 X 应该是石的单值函数，这就表明 

忍 >0时， A (丑 (128.4) 

这个关系式也可根据 E >0 时/函 数为实量直接得出.但由于 
(128.1) 中根号不是单值的，系数4(五）和万( 五 )本身也不 
是单值的.为了消除这种非单值性，复平面上要切去右实轴.这条 
割线使得是单值的从而保证了』 (旬和 B ( E ) 函数的单值 
性.并且这两个函数在割线的上下沿具有复共轭值 [(128. 3) 式中 
的 Z (扔 和趴灼 取割线上沿的值]. 

具有上述割线的复平面，我们称它为黎曼面的物 理叶. 根据我 

们的定义，在整 个物理 叶上冇 

ReV 二^>0, (128. 5) 

特别是在 割线的 上沿，应该定义成为一 iVl ®. 

(128. 3) 中的两个因子和从而还有/中的两项，都 
是数量级相同的量，因此形如 （128. 3) 的渐近式总是合理的.在整 
个物理叶上，当 r—m 时， （128.1) 式中的第一项指数衰减而第二 

① 本节中我们考虑物埋叶 上敢射 振幅的性质.但在以;5%我们有时痛栗考虑 CE 
% 134) 黎盎面的另一个 11 非物理”叶.在这个叶上有 

Re\/-"^"<0, <m 5fl) 

从右半轴向下直接穿过割线即可到达达个非物理叶. 
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项指数增长[由于 （ 】 28.5)] i 因此 （128.1) 式中的两项具有不同的 
数量级，从而这个表式作为波函数的渐近式不一定是合理的：其中 
的小项与大项相差过于悬殊.为了使 （123. 1) 式成为合理的，小项 
和大项之比必须不小于势能的相对数量级这正是薛定谔方 
程转入渐近芪时被略去之项.换句话说，场 C /〔 r ) 必须满足以下条 
件: 

r — co 时£/ ⑺的衰 减快干 




( 128 . 6 ) 


当这个条件得到满足时，形如 （128. 1) 的新近式在整个物理叶 
上 成立.作为具有有限系数的方程之解，它对 E 没有奇点.这意味 
着 j ( J ?) 和 B(E) 函数除迟= 0点外在整个 物理叶 上是正则的, 
^ = 0作为割线的始点,是这两个函数的支点. 

粒子在场 P ( r ) 中的束缚态，对应于 noo 时趋于零的波函 
数.这一点意味着 (1211) 式中的第二项不应出现，也就是说，分 
立能级对应于石(幻函数的各个零点.由于薛定谔方程只有实的 
本征值， B (£) 在物理叶上的所有零点都是实数(并且分布在左实 
轴上）. 

^>0时的4(幻和 S (幻函数直接与场 70) 中的散射振幅有 
关，现说明如下.按 (33. 20) 式写成的/渐近式为 

/ =常数 ⑷ 

比较 （128. 3) 式和 （128. 7) 式叩可看出 

_ A ( 忍 ) p ^ii u (S} 

根据 （123.15) 式，角动景^=0的散射振幅为 


(128, 7) 

(128*8) 

C12S. ri) 
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式中的 4 和 B 取割线上沿的值. 

现在把散射振幅看作是整个物理叶上的五的函数，我们就可 
以看出，分立能级就是这个函数的单极点.如果场 CKO 满足条件 
(128. 6), 根据以上的讨论,散射振幅不再存在其它的奇点①. 

我们来计算某一分立能级 = 极点处的散射振幅留 
数.为此目的，我们先写山/函数及其对能 M 的马数所满足的 
方程： 

第一式乘以艮第二式乘以％,然后两式相减并对 r 税 分得: 

⑽， io ) 

把上式应用子芯=迅和 r —CO. 式右的积分当 r—CO 时等于 1( 如 
果束缚态波函数是按通常条件 pf 2 办=】归一化的）_式左的 Z 用 
(128. 1) 式代入，并且考虑到 E ^ E , 点附 近冇： 

A ( E )^ A ( E q ) = A ,, B ( E ) a (五 + i 五 o I 

三夕（忍十 I 的 )1)， 

结果就得 



根据以上这些表式可以知道，在点附近散射振幅的首项 (i 
= 0的振幅)具有如下 形式： 

卜尝 1 石 W. (12811) 


①点除外，它是以前特别提到的^们和方 J ) 函敦的竒点，但当时 
散射振幅仍能保持有限偉（见§ 132). 

为简短讣，以后不再每次声明 A = 0点. 
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由此可见，分立能级处散射振幅的留数取决于相应的归一化定态 
波函数渐近表式中的 A 系数： 

^ = A G c\p(^- ^ /2m l ^L. r y (128. 12) 

现在回到散射振幅解析性质的研究,考虑不满足条件（ I 2 & 6) 
的情形.-在这样的场中，只有 （12 S . 1) 式中的增长项才是整个物理 
叶上薛定谔方程之解的渐近式的正确部分.从而和以前一样，我 
扪可以#定力(幻函数没冇奇点. 

这种条件下的函数 A (幻只能作为右实轴上义渐近式中的系 
数 M 中的两项在该处都是合理的）的解祈延拓才能在复平面上确 
定，但是这样的延拓现在会给出不同的结果，要看这种延拓是从 
割线的上沿还是从下沿开始的.为了得到一个单值函数，我们规 
定，上半平面和下毕平面中的』(五)是分别从右实轴的上沿和下沿 
开始的解析延拓，割线则要一般地延及整个实轴.这样定义的函数 
仍和以前一样，具有的性质，但一般讲来，无论在 
实轴的右半部和左半部它都不是实量.从原则上讲，它也能具有 
奇点. 

然而，我们要指出，还存在着这样的一类场，尽管不满足条件 
(128. 6), 但 4( ❿函数在物理叶上没有奇点. 

为此,我们把/看作具有给定$值(复值）的复变量 r 的函数. 
在这里我们只需要考虑上半平面内的 I 值，因为上下半平面内的 
4( 丑）函数是复共轭的.对 Fr 2 等于正实楫的那些 r 值讲来，波函 
数 （128.1) 中的两项具有同一数量级，也就是回到了及>0而 r 为 
实数的那种情形，此时^渐近式中的两项对任一无穷远处趋于零 
的场讲来都是合理的.因此我们可以说，当 r 沿丑戶>0的曲 
线趋于无穷大而 [70)—0 函数4 (幻对满足以上条件的£值 

讲来不存在奇点.当 E 历经上半平面中所有各值时，条件 J^ a >o 
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选出 r 复平面上的右下象限.由此得出结论，当? 7( r ) 满足以下 
条件时 ,4( 幻在物 理叶上也没冇奇点① ( JLA . 朗道， 1961)： 

t 在右半面内 — Co 时，[/⑺―0, (123. 13) 

条件 （128. 6) 和 （128. 13) 包祜了炎型很广的一些场.以致可 
以这样说，散射振幅通常在两个半平面内都没有奇点.在左实轴 
上(如无割线它是物理叶的一部分)，散射振幅具有对应于束缚态 
能量的奇点；当有割线存在时，还可能具有其它的奇点. 

特别是，它发生于下列形式的场中： 

= 常数 x r n e- T/t, f (128. 14) 

n 为任意.在左半轴的 0<- E < 纪 /8 mf 间隔内，条件 (12 & 6) 成 
立，因此在这一段上不需要有割线;散射振幅只能具有对应干束缚 
态的极点.在左半轴的其佘部分，就可能有多余极点和其它奇点 
( S . T . Ma , 1946). 这些奇点的出现与下列事实有关，当 r 沿 五 户>0 

的曲线趋向无穷大时， Z 值一旦运动到左半轴的下面(在 r 复平而 
上，也就是上述曲线落到虚轴的左边）， (128. U ) 式的函数不再趋 
干零. 

其次，我们来研究 I 时散射振幅的解析性质.当 E 沿实 

轴趋向无穷大时，玻恩近似成立，散射振幅趋干零.按照前面的 
论，这种情况也发生在如杲 r 的复值满足而 E 值沿复平 

面中任一直线 (argE = 常数)趋于无穷大时.当 r & ar gr = — jar # 

的直线趋向无穷大时，如果有 U 〜0 t 井且 E /( r ) 在该直线上没有奇 
点，則玻恩近似的成立条件得到满足,散射振幅仍趋于零.当 aigJ ? 
取 0 到的所有各值时， argr 取 0 到 一 jt/2 的各个值. 

由此得出结论，如果 UO ) 在 r 的右半面内不存在奇点并在无 


①由于 r / G : 在 实轴上 是个实 因此条件 13) 如能在 
右下象限得到满足，躭能在整个右半乎面得到满足. 
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穷远处趋千零，则散射振幅在丑平面各个方向的无穷远处都趋于 
零， 


以上所讲的虽然都是钋对角动量 f =0的散射，但在实际上以 
上所讲的一切结论对 角动置 不等于零的任一分波振幅都是成立 
的.推导中的唯一区别是渐近式中的 P 〜因子现在要改成自 
由运动 d 16) 式的精确径向波函数 ®. 


时， （128. 9) 和 （128, 11) 式要作某些改变. （12 S .7) 式现 

在改成 

Ijt 


A = 二常数 x ! exp 


ii Jcr-~^S t 


— exp 


—私—宇 +4 



对分波 振幅广 可得[按 （123.15) 式定义] 


fi 


a 




2、/ — 2 mE 




(123. 15) 


<128. 16) 


在角动 量为〗 的 能级附近，散射振幅中的首项由下式给 
出： 


(2l^l)f l P l (cos9) 


2 m 五十丨忍 0 




(i2a 17) 


用以代替 （12S.11) 式. 


§129 色散关系 

上节中我们研究了具有给定！值的分波散射振幅的解析性 
质，我们看到，这些性质由于有可能出现 fl 多余”奇点以及无穷远处 


①这些函数的极限表式 (33.17) 只当及>0时才能应用 t 在五 f 囬的其佘 部分， 
x 函敎中的两项具冇+同的数：!：级，引; n 这种极 m 表式后，对 J 函数所 引起的误差一 
般耍大于薛定谔方程中略去 u 所引起的误差. 
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的非正则性而被复杂化了.总振幅作为具有给定散射角值的能量 
的函数，显然具有娄似的性质 . 可是，零角度的散射振幅构成一个 
例外 , 我们现在要指出，它的解析性质是比较简单的 . 

写出进行散射的粒子波函数的薛定谔 方程： 

H = (129.1) 

我们把它形式地看作在边不等于零的一个波动方 程， 亦即看作电 
动力学中熟知的推迟势方程 . 

这个方程的描述在远离中心的札处沿 fc' 方向 “ 辐射”的解 


具有以下形式 ( 见 < 场论 66 ): 


1 e ikii -[2mU 

AjT H n j fi 2 


r dV. 


(129. 2) 


这个表式在目前情形下代表散射粒子的波 _ 数， e itJt "R 0 的系数 
给出散射振幅 f (I 幻 . 特别是，如令 k = fc(t 是人射粒子的波矢 
量），即得零角度散射 振幅： 


/(0』)一為 f " 扣 … W 


(120. 3) 


(已取 z 轴沿 fc 方向），这个表式当然只有形式上的意义，因为被 
积函数中仍含有未知波函数.但对作为能量五的函数的 / OK 幻 
这个量讲来，可从上式出有关它的解析性质的一些结论①. 

被积函数中的函数0当 r 很大时由入射波和出射波两部分所 
组成.后者与成正比，丙此所对应的那部分被积函数内含存 
因子. 另一方面， 复平面(从右实轴割线的上沿出发)上说 
被一所代替，并在物理叶上到处有由于 
r ■会; :， Re [汝 ( r 一乃]<0,这个积分对任意的复万值收敛.至于0 
中与成正比的入射波部分，它的指数因子在积分中被消去，闲 

①当然已经假定，当 T — 工財，场 E /( T ) 袞减得足够快，使得/(0, £)是存在的 
(当 i ?>0 时)，见5 124. 
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而这一部分也是收敛的. 

积分 （139. 3) 中 的函数 力作为薛定谔方程之解对所有的复 E 
值都是唯一地定义了的，它除了平面波外 只含柯 时衰减的 
那一部分.因此輳个收敛积分 (129.2) 也是唯一地确定了的，所以 
它的奇点只能通过0变成无穷大才能产也.这种情况发生在分立 
能级处①. 

很易证实，当 FI — ^时1 /(0，幻保持存限.当 I 別很大时， 
(129. 1) 式的薛定谔方程中可以略去含有 V 之项，从而使0中只剩 
下平面波 伞〜产- 结果使 （129.2) 忒变成 

抓①) ―⑤卜， 


这和零角度散射的的）玻恩振幅（ I 26 . 4 )相一致，我们把它 


记作 / i ^ O )- 


由此得出结论，零角度的散射振幅在整个物理叶(包括无穷远 
处)上是正则的，只有左实轴上分立能级处的极点是例外 


现布來研穷积分式 

丄 f 

2 m) c E r -E 


dE ， ， 


(139.4) 


所选的积分路线见图46,它由一个无穷远 


处的圆和绕右半轴割线的曲线所组成，沿 
圆弧 的积分 等于零，因为/(0, oo ) —尺 = 0. 



(D 为雎免误解，我们必须强调指出 t 这里所 H 论的 P 是棺系统的总波函数，它 
的归一化条件就是渐近表式中平面波前的系数等于1[见（1的,3)式: I. 上节中我们研 
究的是这个波0数的 W 邡分，…具有确定的角动里值I并且假定已按某种任意方式 
归一化.如果把总波函数按函数姐卜展开，_在展式中 W 前含冇一个正比于"奶的 
系数; 以 i = 0 的（1卽, 3 )式函数为例 t 它在 p 的展式中呈以下形式； 

常数 X 丄 X - i -[ U 十 B )*? … 一2 i 3 sinJtr ： l . 
r B 

因此在函数办（瓦）的零点处，也就是在分立能級处 . f 变成无穷大 * 

© 以上的 UE 法覊子 XI 中 aweeiKlwa >, 
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沿割线两沿积分后给出 


1 

J * 

上式中已经采用了 § ns 中对物理振幅所作的定义，对正实值的 
^这个物理振幅是由割线的上沿给出的，割线的下沿则给出复共 
规 H 

另一方面，裉据科希定理，积分式 (129. 4) 应等子 f ( 0 , E ) -/a 
再加上被积函数在各极点 F =札处的留数仏，其中的 
E n 就是各个分立能级的能量，这些留数可以用 (128.17) 式确定并 


等于 

^ — (一 (129. 5) 

“是能量为扎的状态的角动量.闶此衍 

/<0』♦卜去 d (手祝 (129 - 0> 


此式称 为色散关系， 它用五>0的/(0,五）的虛部侦确定物理叶上 
任一点的 /(0, E ) m (D- Y. Wong, 1957; N. Khuri, 1957). 

当瓦点趋于割线的上沿时， (129. 6) 式巾 沿实轴的积分应从下 
面绕过 E = E r 极点，如果作一个无限小的半圆绕过这一点(閨 47), 

^---- 

o 

m 

(129. 6) 式右边积分的相应部分给出 ilm/co, E ), 剩下从 0到 00 


的积分必须取作主值，结果得 
Re/(0, 五）= /i* + V P 


d n 


(129. 7) 


忍 >0 的零角度散射振幅的实部就可以通过它的虚部来 确定. 可以 
- 2S4* 



提及的是，裉据( I 25 . £0式,后者直接和总散射截面相联系. 


§130动置表象中的散射振幅 

散射振幅的概念中只含有散射粒子的初末态动量的方向.因 
此 e 然地也能在动 i 表象中表述散射问题，在此表象中并不存在 
过程的空间分布问题.下面我们来看怎榉做到这一点. 

首先，我们把原來的薛定谔方程变换到动量 表象： 

+ [C7<r) … 五 ]0 (r) = 0 ， (130. 1) 

Ztn 

把坐标波函数变到动显表象 , 亦即变成它的傅里叶分量 

o ( q )= j ^(0^ iq W , (130.2) 

反之有 

垆⑴ =^^ y 3 fa ( q ) e ‘《- r rf s gr . (130. 3) 

(130. 1>式乘以并对 dF 积分.第一项作两次分部积分 
后给出 

e' i<l ， r A^ (r)rfr j"^(r)Ae^ far cfl^ = —q 2 «(q)# 

第二顼中， WO 用 （130. 3) 代人 t 我们得 
jt 7( r )^( r ) e -^- c?F = 

= jc /< q - qO «( Q ， ) rfY /(2^)% 

式中的 C /( q ) 是场 C ；( r ) 的傅里叶分董 ®: 

[/( q )= jc /( r ) e - u^ Fj 

因此薛定谔方程在动量表象中变成 




CD 为方便 ih 我们把<1写成为傅里叶分 钍的宗 不作下标处理. 
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(¥ 一万 一 O ( q ')^^ = 0， (130+4) 

注意这是一个积分方程，不是微分方程^ 

描述动量为 Sk 的粒子散射的陂函数具有以下 形式： 

^ k ( r ) =^ ik * T + A ( r ), (130,5) 

式中的总⑴函数，它的渐近式 ( r->co 时）是一个射出球面波.上 
式的傅里叶分量为 

ff fe ( q ) = (2^) 3 (5{ q - k ) + ( q ) (130. 6> 

此式代入 （130. 4)， 得 Z k ( q ) 函数的以下方 栉①： 

f (P —g a U k (q) =C/(q-k) 十 ft/(q —(q r )rfV/(2^) 3 
-Jw J 

(130. 7) 

用下式定义的未知函数代替总 （ q ) T 对上式进行变换： 


^( q ) 


2m F(k ， q) 

AT 


(13 D , 8) 


这就消去了 （130. 7) 式系数中 q ^ = k 2 处的奇点，该式变成 

紙 — dlO 為! 


(130. 9) 


共中的砧代表 <5-> + 0时砧的极值，它包括在定义 ( I 3 0. 8 )中，目 
的是使 (130. 9) 式的积分具有给定的意义，因为它确立了绕过= 
P 点的方式（参考/43).我们来证明，这样的积分方式相当于使 
以下函数具有所需要的渐近 形式： 


v _2m fF(k,q)e i ^ d^q 


(130. 10) 


为此,我们令 〜 井先封 积分， 即对矢量 q 相对 


① 裉据6 m 数的性乘积 (f — WcKq - k ) 乘住一函數 /( q ) (在 q=lt 处无奇 
点）后対 Pg 积分等 于零. 在这个盍义下，可令 ^>^( il - t >=0. 
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于 r 的各个方而积分，这类积分早巳在 （125. 2) 第一项的变换十 
做过;在 r 大的区域内，结果是 


^ k ( r ) 


2m 2^ipF(k, —F(k, —gn 1 ) e^ iqr qdq 


A 2 


T 


■ 


yuo 




其中 n ^ r / r , 或者 

Zk ( r ) 


m 






2jz 2 A 2 t 


F(k r gn f ) e^ r qdq 
q 2 — k 2 — iO 


(2^)* 


被积函数在 g=A + £0 和 g = — k 一 tO 处具有极点；复平加 
上的积分路线分别从下面和从上面绕过这两点（图18«),这条积 
分路线可以稍为移动到上半平而内，用一条平行于实轴的直线和 
一个绕 = & 极点的封闭圈来代替(图 486). 




^7 




Co) <i) 

图 43 

沿直线的积分当 r -> oo 时趋于零（因为被积函数中含有 〜 m 
子） f 沿封闭圈的积分等于被积函数在极点处的留数乘以 
2 d . 最后结果为 


^w(r) 二 ^^ e ~-F(kn ? Jcn f }, (13[LU) 

式中 n 为 k 方向的单位矢量. a 们已经导出了所需的波函数渐近 
式，而散射振幅为 


/( n ,^) --^ F ^ n ^ nO . (130‘ 12) 

可见散射振幅由满定积分方程 G 3 0. 9) 的 F ( k ， < J ) 函数在$ = 点 
的值所决定. 

当微扰论能用时， （130. 9) 式很易用叠代法求解.一级近似中 
略去积分项，我们有 F ( k ， q ) = - E/(q — k ). 卜 1 一级近似中我们把 
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它代入积分项内， (130.12) 式的散射振幅就变成(稍改记号) 


一点 |" (k, ，- 


2m [U(k f -li r, )U(k F ^k) dW r ) 

J n ' 2 + fo 


(130.13) 

其中第一顼与一级近似 （ i 2 e . 4) 相同； 第二项表 
明二级近似讨散射振幅的贡献①. 

从 ( uo . i 3 ) 可得§ I 26 中提到的一个 结论： 即使在二级近似 
中 ，散射 振幅也已失去 （126. 8) 式的对称性，初看起来， (130, 13) 
的积分顼对初末态的对调似乎也是对称的 . 实际不然，因为取复 
共扼表式后，织分路线及其绕过极点的方 式已被 改变. 


§131高能散射 • 

如果势能与和通常一样是势场的作用距离）相比并 
不小，就冇可能发生一种情况，此时散射粒子的能量很大，使得 



叫 〜 -如)、 

(13 L 1) 


ma 

«• 

但还满足条件 

\ u \^- h \ k a - Hv ； 

ma z a 

(131. 2) 

当然，我们假定了 


(13 L 3) 


在这种情形下，虽是快粒子散射，但玻恩近似不 适用： 条件 (126. 1) 
和 026. 2) 都不满足， 

考察这种愔形，我们可用（ 4 5_ 9 )的波函数 表式： 


①这个结果不用动量表象3然 tk 很 易得到 .二级近似与一级近似式的差别在干 
把（1如, 13) 中大括号内的农式改成 f/Ot - k ), 这可从 UL 1) 和 (43.6) 式的比较中明 
显看出. 
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卜 eKr) ， F(r) - exp(-^J" Vdz 、 (131.4) 

应 ill 此式时，能量只需满足条件 §4 S 中曾经指出，上式 
只对 S <<^ 2 成立，所以它不能立即延伸到渐近式 （123. 3) 得以成 
立的距离处.可是我们并不需要这样做；计算散射振幅时，知迸 
a ^ z < ka z 区间内的波函数 E 经足够，此时 i^(r) 指数中的积分可 
以延伸到无 穷远： 

兮； e i； ,S(p) f <131. 5) 

共中的记号 

^(p) =e 2i!<P S<5(p)=-，--^ f Udz, (131.6) 

p 是叫平面内的径矢. 

快粒子散射主耍发生在小角度，这是我们现在耍考虑的.由 
千动量的改变^ 1 比较小，矢 fi q 可以看成垂直 T 入射粒+ 
的波矢 k， 也就是位于叼平面内 . 散射波可从 （131. 5) 减 去入射 
波 e iitx ( z - —①的 （131. 4 )式)后得到.波矢为 k ; -k+q 的散射振 

幅和散射波的相应傅 m 叶分量成正比①： 

/〜 f [曙 

_ 

Cd ^ p ^ xdy ), 这个表式中的比例系数可通过与玻思近似极限情 
形的比较而导出 （见下 面). 

这个计算也可用一个不同的方祛来进行，它能直接导出一个 
完全确定的表式，为此我们采用〈12 9 . 2) 并把 （131. 4 )的於代入. 
由于按 (45. S) 有 

势 UF: 2 ik 琴 ^ 

/r 9 z 

①求散射振幅的这祌方钻类似于 i . i 论夫琅和费衍射(<场论>，& 61) 时所用的力_ 
法.衍射效应使得 （131, 4) 对不适用 * 





得散射振幅札的系数) 


f 


2 jtiJ ?z 
k 


e 




t dxdydz 


- ― : ： lF(s "■- oo) 一 F(z = — oo)]e"^' ? dxdy^ 
2 ^tij 


把，的表式代人， 课后 得① 


一 


(131.7) 


如眾能 M 很髙，以致3〜 p | a /^« l ， 玻恩近似 成立： 展歼 
占一1〜2以，由 （131* 7) 得 

m 


f - 


2 jth 2 


ju 6^^ p d 2 pdz . 


与 （126. 4) 式一致. 

应用光学定理 (125. 9)，我们可以 （131. 7) 导出散射总截面.零 
角度的散射振幅就是 q = o 的/值.因此得 

a = f 2 Re ( l — 占) d s /> = f 4 sinM ( pW . (131, 8) 

被积函数可看作碰撞#量在 rfV 沲围内的粒子散射 截面® 

(131.7) 式并没有预先假定势场是辏力场.对辏力场讲来，值 
得看一下怎能从精确的一般公式 （123. 11) 直接导出此式. 

根据条件 U 3 L 1) — (13】. 3)，散射中起主要作用的是角动量 Z 
大的分波振幅.因此波函数满足准经典条件，我们可用 （124. 1) 式 
的令陔式中的 nM / lr 3 二 y + ? s A 2 , 我们得 


① 


两维悄形下 〆 场中的散射振幅由以下类似的公式确定: 


卜 


」 

3 jt £ 


4 


: Six ) — 


(131.7 a ) 


f /卜 肋是沿轴单位长度内的散射截面，0为而内的散射角 * 尚可参考題 
6 . 

② &15£中，将给出被多粒子系统所故射的情形下 U 31.7) 和 （13 UH 〉 式的推 
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- 


%K 


费 U(r)dr 

t / k ^ h 2 - l 2 fr 




这与 （13 L 6) 中0=^作时的<5(/>〕俏一致0).其次，小角度 （0«1) 
时【大的勒让德多项式可取 (49. 6) 的 形式： 

P,(cos0)^j o (0i)=^-f^ e- i9l ^d<p. 


上式代人 （123,11) 并把求和(对大的 ？） 改成积分,我们得 




jt J 




(13 L 9) 


式中 q 和 P 为两维矢量，丼大小为3^糾，最后，把 (12& 
15>的/,[式中4=*3(?作)]代入,我们回到（131.7)式. 

对子辏力场中的散射， （13 L 7) 式对呼面内的极角 P ( d 2 p =- 
prfprf < p ) 积分后，变成 

/= — i-fcj (exp[2i5(p) ] — 1} J 0 (^p)pt?p. (13L 10) 


§126中巳指出，玻恩近似不能适用子大角度的快速粒子散 
射，如果截面是一个指数 式小蘭 的诂.这 m 给出的方法在这种条 
伴下也不能适用.这样的情形实际上是准经典的，微扰论不能应 
用. 


根据准经典近似的一般规则（参考§ 52, §53), 按指数规律衰 
减的散射截面中，它的指数可以通过经典禁区中“复轨道”的研究 


0) 准经典函数2衫 ( P ) 是 fe 子作经典轨； E 运动时由场 r / m 引起的作用盘的改交 
董.对快逋粒子 ，轨道 可取直线,从而於 ( P ) 等于下面两个经典作用 a 枳分之差 

j:y _ r ， …剖:， 

在达种意义下，此处的2 况幻 所起的作用奥似千儿 fif 光学屮程函的作用.散射理论中 
的这神近似因而常猝作程函近似. m 应强调指出，散射拫幅井不还逋成为它的谁羟與 
适，因为一般讲来 T 条件 w » i 和&》1 井不满足. 
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来确定 

经典散射问题中，粒子在场中的散射角0与碰撞参量 P 
之间的关系为 

FV l^i^-UiiB 9 C13L11) 

r 0 是最接近于力心的距离，为 下式的 一个根 

l - p 2 / 7 ^- U/E = 0 (13】. 12) 

(E(127.5))+ 我们感兴趣的情形相当子经典粒子散射中不能 fe 
转的角度 区®. 这些角度相当于 （13L 11) 式的复数解 p { 0 ) (異有 
相应的 h 复值)，根据这样求出的函数以及粒子的经典轨道 
角动量 mvp , 可以算出作用量 

S ( 0 )^ mv ^ p ( e ) d 9 t (131. 13) 

式中〃是粒子在无穷远处的速度.散射振幅为 

f 〜 exp ( — +1一 ⑻). （131. 14) 

一般讲来， （131. 12) 式的复根不止一个. （i31. 11) 式中的 q 应该 
选取这样的一个复根 f 它具有最小的正虛部 Im & 此外,如杲 f7(r) 
具有复奇点，也应看作^的一个可能值® 

r 〜 h 区域在 （13], 11) 的积分中最为重要.当忑很大时，根号 
内的(7/五项可以略去.积分后得 

p — r 0 r,os-^-ff. (131. 15) 


①关于指數因子前的系数的讨论，觅 A.3.iraTamrac5tsA B. Jr*n<mpoECK^S T H. 
M . XnJiaTJiHKoii , JKDT'lS 45, 939. 1963 (Soviet Physics 3 ETP 18, 683, 

@ 这 m 听讲的方法不但对火的 好成立 .而 u . 对散射为指数式小的所有情形都戍 

立. 

③我们记得(览如果!当 r 为汰垃 时凡灯 iJht 刖鍛面不按指数规 
汴衰成. 
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如果 r 。 是函数 C / O ) 的一个奇点，它只和场的性质有关而和 P 
或五无关.用 （131.13) 式算出6后，即得这种情形下的散射振幅 
为 

(131. 16) 

但如 h 取自 （131 J 2) 式的一个根，指数的形状就和场的特点有 
关.例如以下函数 

(它在宿限距离内无奇点 ） 裉据方程式 

Uf E — 1 — p 2 /r 2 w sin z ~$ 

得 

T 0 - iaj In (心 in 十). (131.17〉 

由子它对 (? 的依赖性极小，^在 （13 L 13) 的积分中可以看作常数 ； 
结果得 （13 L 16) 式的散紂振幅，共中的5由 （131. 17) 式给出. 


例 题 


对半锫为《深度为 h 扑满足条件 （131.1) 的球形方势 

阱，求总战射截面. 

解 我们有 


f Udz= -2l/ 0 v^^ 

j i ■ 


根据 （131. 7), 向前散財振幅 ( q =0) 为 


/( 0 ) 


ik 


2 jt J 




2 ^pdp 


ika 


I ( e~ fFJr — l)^dx 


=i — 
— 

丼屮 v = C / a / 如为“坡恩参量' 


^ i T 

L 1 (W—i) , 
v 2v 2 _ 

根如光孕定理 （123. 9), 求订总 截面: 
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<r = 2^ a 2 1 


1 sin2v 
v ^ 


cos _2 v 

2 v s 


在 v《l 的（玻恩）极限情形下，上式给出 cr =2; r a 2 〆 , 与§126租1 一致. 
在 v » i 的相反极限情形下，我们有 y 卩几何截面的两倍.后一结果 
具有简单的含义.当 v»l fit 碰撩参里的所有粒子均被散射，亦即离 
开入射束.在达个意义下，势阱具冇“吸收”球的 行为； 裉据巴俾涅 ( Babinet ) 
原珲（见 《场论》 S ei 末），总截面为“吸收”截面的两倍. 

2 . R 题〗 ，但场 U 二 r 7 fl exp (— rVV ). 

解这种情形 r 


\ Vdz ■- rtV 7 t exp ( — p a /« a )^ 

代人 （13〗. 7)， 改变积分变岑角度散射报幅 

1 f 

/( O ) = l ( c" iu — l } dufu , 

^ J o 

式中故总崧面为 

(1 — co ^ u ) du /^. 

- o 

对于 t « l , 被枳函数为 1/2 狂，截面这与§126题2 ( ka » 
1时）一致.对于 r » l , 我们把被积函数写成 （1 一 e - kcoati )/% 含有一个+ 
参畺积分后再令它趋于零 t 分部积分 C 给出 

_ 

(] — du / u-^hi jt ) 

- o 

一 I hiu^it\udu r - (v^-/ 7t )-(-0, 

Jc 

式中 cr 是欧勒常数，故 

<r^ 2jta 2 ]n {v^s/ ji e c ], v»l. 

3 - 求磁场中电子小角度散射的茲面，该场集屮在半径为的柱形区内 
(Y. Aliaronov and D * Bohm , 1959)* 

解令磁场沿穿轴 T 它也就是柱形区的轴 ， 并取人射电子束的方向为 a 
軸.那么散射~屮标9无关，我们可以考虑^平面内的两维问题. 

柱形 E 外，磁场 H =0, 但其矢势不等于零： 

Arr 


式中史 是灯平 面内的极角 1 少是磁通蜇；实际上对 n 平面内的圆(半径 r > a ) 

I 
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面积积分.即有 


Hdxdz - 


势 （1) 改变了电子肢函数（平 面波〉 的周相；按 （111. 9)，我们有 

令= € ikI ^ p ( ie ^ P ( p /27 tHo } y (2) 

但是此式在沿^>0半軸的一个窄 LX (宽度〜 o ) 内不适用，因为通过珙场区城 
的粒子运动受到了该场的-下扰.这就解释了绕苡点使 w 角增加时函数(幻 
出现的非唯 H 实阮上从(2>式的+适用性评到，在^>0的半轴附近有一 
条割线（宽度为冇 限）： 在刨浅的两侧， W 位相差例如 Ti 

对于具有小动量转移 q ^ k 9 iqa « U 沢 <1)的小角度散射，楮距 无〜1〜》 
a 是重要的 ，割线 的宽度可以略去.名虑的 这域， 我们还能賂去 a W 
两侧 P 对 I 的依赖关系、得到$ 

ie<P 


咎 = e firz 尸 ( 足）， n) ^cxpi 


2Hc 


> 


怎 >0 


e 


xp (盖 } ⑽ 

两维”散射 扼幅由式 算出氚 g 孕 0时 我们有 

《 - ied > 


(3) 


卜 


exp ( 厂 (T …办 f S 共扼式 


2jd「' Uc 
i 十算此积分时引人因子，积分圮坤令站果为 




ik . e^P 
Vi Sin 2lic 


从而散射栽面为 


d<r = | / f z d 0 


2 


Sln 2 ^ 9/$ 


O ) 


e < P / hc « i 时，我们得 


d<r 


fi =< P £ dB 


2^kK 2 c z 0 1 


相当于微扰论适用时的情形. 

注意截面 （4) 和磁场强度典冇 周期性 的依赖关系，并当时总截面是 
发彀的，埘管琺场是集中在一个有限的空间 IK 域内. 这些都是特有的量子效 
应. 


① a 衍射效应变得重要时， （3) 式和 （ ui . 4 >式一样，对极大的0值不适 ra . 
@早已掂及，这个公式 ( f #0) 不用势场中的薛定谔方程也能导出 ■ 
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§132 « 粒子散射 

/ 

假定散射粒子的速度很低，它的波长远大干场 G ( r ) 的作用半 
径《 (即 b «1 ) ,它的能量远小干这个作用半径内的场值，我们来 
研究这种极限情形下弹性散射的性质.解决这个问题需要弄清楚 
很小时周相4 和波数 k 之间的极限戋系， 

当时，精确薛定谔方程 （123. 7) 中只能略去含有 P 的一 

项： 

R f l (132.1) 

而在 a « r « l / k 范围内，还可以略去 t / ( O 项，留下 

出+_^ 私一 凡 = 0. (132.2) 

这个方程的通解是 

（132.3) 

常数匕和以的值原则上只能通过对具体的函数 C 700 来求解(1 32 .1) 
式得到.当然，对不同的^它们是不同的.在更远的距离 r 〜 1/ A ; 处， 
薛定谔力程屮的 G 妙）项可以略去，但妒项不能略去，因此有 

抝+夺以十 R t ^ 0 t (132.4) 

■ 

这就是自由运动的方程.它的解为（见§3 3 ) 

■ > u t* / d \coshr 

十〜卜 1 ) ( 2 i - iyri \ yd^)^^ i 

(132.5) 

式中的常数巳经这样选定，使得心 《] 时这个解交成 （132. 3 )式，这 
就保证了 h « l 范围内之解（口2. 3 ) 和^ ■〜1范围内之解 （ I 32 . 5 ) 
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的“衔接' 

最后，当 ^»1 时，解 （d 5 )呈以下渐近形式（§ 33) 


Ri ^^^ m sinlkr 


- y ^/) 


— - — cosihr 
(2/-1)] It \ 2 




上式中两项之和可以表成以下 形式: 


及常数 X — —-jri +4 


^2 


周相1由下式 确定： 

(由于&很小，所葙的4周相都很小）. 

根据 （123. 15) 式，分波散射振幅为 

4广 - i ) fc 4. 


fc 2i+， 


(132. 6) 


(132.7> 


由此得出结论，在低能极限情形下有 

f t 〜 V 、 (1 S 2. S ) 

由此可见， 所有〗 的分波振幅都小-丁 d =0的散射振幅(称 
为 s 浊散射人把它 们略 去后，总振幅为 

f (8 ) 岛 f 0 —C6 ， (132. 9) 

K 

因而(^=0^0,而总截面 

tr = 4 jtos b - (132.10) 

上式表明,低速时的散射是各向间性的，而且截面和粒子的能量无 
关①.常数 a 称为散射长度，其值可正可负. 


①电子被原了散射时,与 H 相比较的作用半径 a (条件 可用廒子半径 
作代表 t 对复杂原子， o 值邛达几个玻尔半径（几个 炉 /md). 山于这个半径很大，只有 
当电-了■能量差不多等千几分之 一4H 特时〈满足有效裱面才是—个常敢.当 
电子能设超过这个数值时，截面对能量就杏显苦的依赖关系（这个现象称为冉邵尔效 
应， Ramsaucr effect〕， 


* 297 



以上的 W 论中我们默认了场 P ( r ) 在远距离处 (r » a ) 衰减得 
足够快，使得以上所作的忽略是合理的.这个场究竟要衰减得多 
快，这是很容易弄清的.当 r 很大时， （132.3) 式昃函数中的第二 
项远小于第一项、为了保持这一项的合理性起见， （132. 2) 式中保 
留的小项〜 + 应该仍大于 （132+1) 变到 （132. 2) 时所略去的 
项 C/ 尽〜 Gqr 1 . 由此可见，如果 （132. 8) 式对分波振幅九的结果 
是成立的，则的衰减必须快于特别是值的计算, 
以及与能景无关的各向同性散射式 （132. 9), 只有当 t /( r ) 在远距 
处衰减得快于 l / r s 时才成立. 

如果场 £/(/■) 在远处按指数规律衰减，可对振 幅广按 的幂 
次展开的下儿项作出一定的判断.我们在 §128 中已看到，这种 
情形下的振幅作为复变量开的函数，当瓦为负实数时是一个实 
量①.因此对( I 25 . 1 S ) 式中的函数？ :（ 幻讲 来也有同样的 情况： 


" g t - ik 

⑺<0时说是实数）.另一方面，函数 A (五）当五>0时也是一个 
实量(根据它的定义）.由此可见，函数! 7,( 幻对所有的实£值都 
是实的，因此可按芯的整数次幂展开，也就是按 A 的偶次幂展开. 
因此对振幅/,(幻本身讲来，它就可以按认的整数次幂展开；々的 
所冇偶次幂项都是实的，&的奇次幂项都是虚的.根据 （132.8) 
式， AO ) 的展开式是从 〜 A 项开始的；与此相应 ,？,（ 幻的 

展开式是从正比于的项开始的. 

当场在远处按 " wySf 的幂次律衰减而 n <3 时，我们已经讲 
过，振幅为常数的 （132. 9) 式不再成立. 

现在来研究各种不同《值的情形.当 »<1 而速度足够小时， 
碰撞参量 P 的所有值 实転上 都能满足以下条件： 

①当 E 很小时，叩令 f ； 是按 r 咖 规律衰减,条件 （12 S - 6) 也能得到满足. 
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p|C/(p) (132. 1]) 

因此散射可以用经典公式描述 [参 考条件 027. 9)]. 

当1<«<2时，对不太大的 p 值，不等式 (132. 11) 在一个相当 
的范围内仍能得到满足;与此相应，对于不太小的角度其散射是经 

典的.同时还存在着这样的-个 P 値区域，它满足 

p\U(p)\<^h Vi (132. 12) 

也就是微扰论的适用条件得到满足 [:见 （12 G . 2)]. 

当 tt >2 时,在远距处以下不等式成立： 

!^1«^ <132. 13) 


因此在这个距离范围内，和互作用对散射的贡献可以用微扰论计 
算（而在较近的距离内，微扰论的适用条件可能不再满足)①.假 
定 h 是这样的一个值，绉 r » r fl 时不等式 <132. 13) 成立，同时又有 

根据 (126.12) 式， r »5 区域对散射振幅的贡献由以下 
的积分 给出： 


2mp 


A 2 


qr 


ZmjS 




f 


0^ 




(132. 14) 


当 2< n < 3 时，上述积分在其下限是收敛的，低速时 ( A ^« l ) 
可以把这个下限改作零，因此积分和厂十^成正比，也就是和速 
度的负幂次成正比.此时这一项对散射振幅就是主要贡献，从而 


f 〜 2< n < S , (132*15) 

此式确定了散射截面与粒子速度以及与散射角的依赖关系. 

«= 3 时，积分 （ mu ) 在其下限为对数发散_它仍是散肘振 


© 此时的低速散射不会是准经典的 t 因为不等式 U 32. U ) 和周时要求 |£/( P >| 
不相容. 
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幅的主要部分，因此有 

f 〜 \ og ^^， n =3. (132. 16) 

«>3时,区域的贡献随潜公->0而减小 f 散射则由 （132. 9) 
式的常数振幅所确定.但是 （132. U ) 式的贡献，不管它相对讲 
采比较小，由于属干“反常”而仍有一定的意义.“正常”情況是，当 
"( r ) 衰减得足够快时， /( 幻可按 A ： 的整数次幂展开，并且展式中 
所有的实项都和 t 的偶次幂成正比.当把积分 (132. 14) 分部积分 
若千次后 〈降低 分母中 S 的幂次)，我们可从中分离出 含冇& 的偶 
次幂的部分剩 > — 个 ? r 0 ^0 时为收敛的积分，它与成正比， 
一般讲来它井不是偶次幂 ®. 


例 m 

i . 试求慢敉子对一深度为 f /。 半径为 o 的球形方势阱的散射截商. 

鯖假定该粒子的波:数满足条伴 h « i 和&««,共中 v - 2 -^ c . 我 

们只对周钼 A 感兴趣.因此令 （132. 1)穴屮的 i =0, 得到关于函数 = 
r 札 ( r ) 的以下 方栉： 

( T < a ) 

r = 0 处； f 等于零 （r =0 时 Xlr 必须#限）的解为 

X = Asin 

对干函数; f 满足方程 ZN (即 卜乂 1 的 （132. 4) 式)，抆 

之二 flsln (kr l - d ^) H (r>a). 

U ^ r ^ al ^ X r / X 的连续性条件，得方程 

X - 

f^cot cot { ha - rd ^} ^ , — — r- t 

frrt + O fl 

由此可定出 3 0 . 结果得以下散射振幅 1 

® 如果 《 是一个奇数邛是一个偶数 + 但在这种情形下枳分 
(132」4)仍有…个“反常”部分，它对散射振幅的贡献足和 log <?戍正 比的. 

@如果势阱的宽度和深度使得 Art 接迂丁 -W2 的奇倍数，那么这个公式不再适 
用.对于这样的 m 值讲来，负能级分义谱中存在着一个接迁于零的能级（见 S3「i， 越 
1)，此时的散时将 由下节导㈦的 公式描述. 
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f= 


tan Ka — Ka 


^ 《 1 时 < 即撕此式绐出汀二认切与坡恩近 iU 
的站果一致（见 §126, 組 J>. 

2. 同题 l t 但被髙度为 i7 c ^ — 个球形 " 势丘”所敗射 
解只要把题 1 中 W 改为 -%( 即把 Y 改为卯得木题之解. 戠射 
振幅为 

r__ tanh i^ra - 

^ * 

在 ^»i 的极限情形下，我 a 钉 

f ^ - a y a ^4^ta\ 


这相当子被一个半径为 a 的不透明球所散射.注意经典力学的结果荽比它 
小四倍 （ cm ： a 2 ). 

3- 求场 a >0， n >3 中低能粒子的散射截面， 

« i 二0的 （132.1) 式为 

X 净一 v £ Jf / r n — 0 , v ^ V 2 j 7 icr /? l , 

代替换 

X 二 < p ^/ t ' r = C 2 y / ( n — 2) a :] 2/iB ^ 1> 

上式可化到以下 形式： 


㈣ 丄丄# 一 「：h _ I _1^ = 0. 

dx 2 x rfar L (?!'- 1) s a: : j v 

这是 l /( n 〜 2) 阶虚宗量的 以塞尔 方程 . r = 0( 即 r = oo > 处等子零的解为 
C 除了一个常因子外） 


X = ^ TllV ^- 2 , (~2^ Vr -^^ 3 } 

利用以下熟知 公式： 

sm p 汀 

Jp 〔:）。-: S ’-^-' 厂 7^~ _— 丁。 （公 《 1 )， 

y Zf 1 ! (p — 1) 

我们可得到又函数在远姖处幻的表式为 z = 常数 x ( cj + c a ) t 再 
根据 a 求出慠射振幅 
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4. 求慢粒子在场 y 中的散射振幅，该场在远拒处的袞戒规律为 U 〜 
彡 V ，2< k <3- 

解散射振幅中的主项由 （13_2 h 14) 式给出，该式的积分下限可用零代 
替.积分后将 

/二誓——，2<„<3, ⑴ 

I (n — 1) cos-—jrn 

2 

对于 Tt = 3 有 

/ 〜響 bi 鐘， ■ (2) 

n 2 q 

(1〕 式展成勒 It 德多项式 1 可捋分拔拟幅（按 (123 - 14) 式定义 


w 屻厂 
— ㈣ 


(3> 


n >^ 时 （1) 式确定了散射拫幅 的“ 反常”部分，扛 i [ tt 满足 2 i >«_3 的各 
分波振幅屮， （3) 式总是主要部分，同时 （132. 幻式应改 收爻〜 

5. 求场中慢粒子的散射振幅. 
m 绞下列变妓变换苘 

x =^ 2 aue ~ r/2a , /c ^ 


函数； f=rH & 满足的（1311>式变成 


上式的通解为 


d 2 X , 1 dX 
rfiF 2 1 ^ djr 


-|->J = 0, 


X^AJoi^) ~\~ BN g {x ) 3 


式中 A 和为第一类和第二类贝塞尔函数，由 7 = 0 肘 jf = 0 的条件得 

A!B: -A T 0 {2Yfl)/A(2^a). 

的范围对应于 a:«l ( 当然、已假定山此时 


A -\' B — ln 4 rY ^ 

JV 2 


A -\-^- ln^ay — 

71 


Br 


式中 v 二/ = 1.7 a … ( C 是欧勒常数).此式根当 +(132.3) 式，裉据这样得 


3 02 



到的 以和 q 值，我 IT 7 求出散射振幅 

jtA 


f = 


3 


ajt 


|-2 lnft*ay 


N 。(2^ a ) 


2 


In^ayJo (2 ko ) 


J ^(2 Kd ) 

在 ^ a « l 极限下 ,/=2W, 这与坡思近似（12匕14)式一致. ^fl»l 时有/_ 
一 2 aln ^ ay . 

6. 用微扰论的二级近似，求低能极限下的散射振幅 (H. A nowopaauyK, 
1948). 

解 fc— 0时（]30.13)第二项中的积分变成 

f - 1 C # JSJ -* r L - r-V y -.\ tT 

_J — ^~~ “ 


-jf t/(r)f ； W k ，一。 ^^dVdV* 

dVdV'i 


式中应用了以下 公式: 


e 


Ur-T p > dr 


k 2 (2 jr ) 

见< 场论 3 S § S 1. 故散射振恒为 


一 〆 


f = 一 

对较力场，此式给出 




⑴ 


/=--^fc/r a ir+ -~[iu(r)U(^)r^dr *r f dr' 


( I > 式中笫二项总是正的（丛原来的 fc 空问中的积分形式显然可知).故 
对低能散射截而讲来，斥力场（?7>0)中一级坡恩近似给出的值总是过高，而 
引力场(口<0)中给出的則过低. 


§133低能共振散射 

引力场中的慢粒子散射 0 a « l ) 在以下情形下需要特别考虑， 
即负能级的分立谱中含有一个 s 态，它的能量小于作用范围 a 内 
的场值 K 我们用 e ( t >0) 代表这个能级.进行散射的粒子能量 
E 很小，接近于 h 或者说差不多和该能级共振.我们将看到，它 
会导致散射截面的显著增长. 
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浅能级的存在，在散射理论中可以用以下抡证的纯彩式方沄 
计及. 

函数(它的；= 0) 的精确薛定谔方程 

X ff -\^\ ： E-U(r)^X = 0 
/r 

中，在场的“内” g o 忘 《) ，与 r 相比我们可以略去氏 

X r, -$U0r)H ，r 〜 a ， 

反之，在“外”区> 我们可以略去 

X ,! +^EX = 0, r»ot. 

(133. 2) 式之解和满足边界条件; r (0) =0 的 (133. 1) 式之解应该在 
某点 r . Cr , 满足处“衔接” 起来； 衔接条件就是 X f /XZ 
值必须连续.这个比值与波函数的归一化因子无关. 

但是，代替考虑 r 〜《区内的运动，我们可把外区之解的^7/ 
给予适当选择的边界条件推移到很小的 r 处.由于外区之解当 
时变化很慢，我们可把边界条件形式地放到 r = 0 点处. r 〜 a 
区的 (133. 1) 式中不含艮因此 替代它 的边界条件也应该和粒子的 
能量无关.换句话说，它应该具有以下 形式： 

[^ V ^] r ^0 : ' = (133. 3) 

式中 《 是某个常数.但由于^ 和五 无关，条件 （133. 3) —定也能应用 

到具有很小负能量值 E =-\^[ 的薛定谔方程之解上，亦即应用到 

粒子的定态波函数上.对于五 = —k N 我们由 （133. 2) 式得 

, C 133 - 4) 

式中的是一个常数，将上式代入 （133. 3)，可知《是一个正量并 
等于 

K = K / 2 m | ^ | / A . (133. 5) 

现在我们把边界条件 (133. 3) 应用到自由运动波函数 
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(133. 1) 

(133. 2) 



夂= 常数 x sin (Ar -|-5 0 )， 

它是 OO 时 （133. 2) 式的精确通解.由此就得所需的周相仏： 

cot «5 a =一 K!k 二一 j \ e'j E . (133. 6) 

由于式中的能量五只受条件 h «1的限制 T 它不须比 | e :小，周相 
A 以及 s 波散射振幅不一定很小. 

^>0的饲相 A 及其分波振幅仍是很小.因此我们仍可把总 
振幅看作等于 s 波散射振幅 


卜 ㈤ 广、一 1)= Rit—d 


把 （133. 6) 代人上式，我们得到 



K I ik 


(133*7) 

以及总散射#面 



4tz 2jih^ 1 

rT r — — •-- — -- - - 

k 2 {-k 2 m E -\- 

■ ■ 

(133.8) 


可见散射仍为各向同佳，但其截面和能 k 有关，且在共振 k (〃〜 
IM ) 内远大于场的作用半径的 平方/ (因为 * a « l ). 需着重指出 
的是， （133. S ) 式与近距离内粒子相互作用的细节无关，而是整个 
地取决于共振能级的数值 ®. 

以上公式要比推异它时所作的假定更为普遍.假定函数 PO ) 
略有改变，这种改变也改变了边界条件 （133. 3) 中的常数《的值. 
适当改变 f / 00,可使《为零，然后变成一个小的负值。此时仍得 
(133. 7) 式的散射振幅和 <133. 8) 式的截面.可是现在的卜丨= 
W /2 m 不过是标志场 C 7( r > 的一个常数，不苒是该场中的一个能 
级了.在这种情况下，我们就说该场有一个虚能级，这是因为，尽 
管并不存在接近于零的实际能级，但该场略作改变就足以产生这 

① （ 133.6) 式酋先由 E. WigncKl^S)*^^ 本节推导方法來自 H. A. Be\hc 
&nd R. £, P^ierlsd&Sj). 
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样的一个能级. 

把 (133. 7) 式的函数解析延拓到 E 的复平面上，在其左实轴上 
认变成一 (见 §128), 我们看到，散射振幅在瓦= 

— 处存一个极点，与 § 12S 的一般结论相一致. 反之， 正如我 
们所预料的，虚能级并不对应于物理叶上散射振幅的任何奇点 ， 
(散射振幅在非物理叶上的丑=— IH 处荷一个奇点，见 
附注）. 

从形式上看来， 033. 7) 式相当子 （125. 15) 式 

f 1 
Ja ~ nn 

中函数的展开式的首项是负的并且反常地小+为使公式精 
确化，我们可以计入展开式的笫 二项： 

fo = -- (133.9) 

—穴0十^— 

(JL A. JTaHflay， 只 .A. Cmopoahhckhh , 1944) , 我们可以回忆起，当 
场衰减得足够快时 ， 函数仏(幻可展成的偶次幂（见 §132) .在 
(133. 9) 式中，我们把! (0) 值记作一为的是保留记号^代表 
(133.5) 式，它与能级^有关.根据以上的讨论， K 应该由能使 
(133. 9) 式中分母为零的值给出 ， 亦即由下式之根 给出： 

K=K[ ，- r^-r 0 « 2 . (133. 10) 

(133.9) 式分母中的改正项 jr。* 2 比々小，因为已假定旮很小， 

但其本身具有"正常”的数量级:系数 h 〜 a 永远是正的（见题 1). 
需要强调的是，含有这一项是散射振幅公式中略 去纟关 0的角动量 
贡献后的一个合理改进,它对 f 给出了一个相对数量级为如的改 
正，而^ = 1的散射的贡献具右相对数量级化《尸.当&—0时，振 
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幅 允―1/々， 亦即 1/h 等于 §132 中定义的散射长虚 a. 而式 


ffo(*) =^cot<5 0 -= 


丄 L 
2 


r ^ k 2 


{133. XX) 


中的系数 h 称为相互作用的有效力程 ®. 
对于截面，由 （133. 9) 柯 



4 ji 



如果我们略去分母中的 P 项（虽然包括它可能是合理的)，此式可 
写成[应用（1於. 10) 式] 


g= 4jra+r 0 ft：) 1 + (1S3,12) 

Jfc z + W m J e| 

让我们回到“外”区中的束缚态波函数表式 4), 把它的归 
—化系数和以上定义的两个参董联系起來.计算 （133. 9) 式的函 
数在极点五 =e 处的留数并和 （128.11) 式比较后，我们求出 


(凱 13 ) 

第二项对第一项是一个小的改正，因为〜咖<1,没有这个改 

正时 ， W = 即 





e~ kT 

T 


(133,14) 


相当于 （13114) 式如能在整个空间中成立时所得的归一化. 

我们扼要地讨论一下轨道角动量不等于零的散射中的共振问 
題，函数 ff〆 幻的展开式是从〜 f 21 的项开始的，保留展开式中的 


①对于两核子作用这一重荽情形，这里可以列 出常数 a 和^的值，对于自旋平 
行的一个中子和一个质子（同位旋的态）， a -5. r , = l .? XUr ^ 
cm , 这两个值对应于能量为 | H = L 2 3 \ feV 的氘核基态实阮能级，对于自旋反平行 
的一个中子和一 个质子 （同位旋的态）， a 二 ”24 X 10- 13 cm , r ft = 2『7 Xl 0 - ls cmi 
这些值 对应下 卜丨= 0+067 MeV 的一个虚能级.由千同位旋守憤，后一组饱也适用千自 
旋反乎行的双中子系统.根据泡利原理，旋平行的 m 系统不能有0态. 
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前两项，分波振幅可写成 


(133.15) 


式中 &和 e 是两个常数，且&>0(兇后).共振情形对应于芯_ ; 的 
系数的一个反常低值，亦即 e 反常地小.但由于丑很 小， 6^^项 
仍可能比大. 

如果€<0, （133.15) 式中的分母有一个实根丑^一 |€|，故 e 
是一个分立能级（貝有角动量但和 s 波散射中的典振相反, 
(13S. 15) 式的振幅不会比 o 大； 角动量为 /~1 的共振散射的振幅 
仅 与角动量为；的非共振散射振幅冏一数量级. 

但如€>0,振幅 (133+15) 茌五〜 e 医内具有的数董级，亦 
即远大子这个区域的相对宽度 很小: A 芯>〜 ( b ) 5 ^ 1 +闶此在 
这种情形下有一个锐共振.这类共振散射的产生是因为， /乒 0的 
一个正能级尽管不是真的分立能级，但也是准分 立的： 由于离心勢 
垒的存在，低能粒子逃离此态跑到无穷远处的儿率是很小的,所以 
该态的“荞命 B 比较长（见 §134). 这就是为仆么 1¥--0 的共振散射 
本质上不同于 s 态（牝态没有离心势垒）的原囡所在，（133二 5 >式 

中 0*0 的分母当 E = E「i 时等于零，其中 

<133.16) 

on 

可是，散射振幅的这个极点位于非物埋叶上.小量 r 就是准分立 
能级的宽度〈见 §134). 

最后，我们可以指出周相 A 的一个有趣的性质 f 它很易从前 
面的结杲中导出.我们把周相 4( 瓦)看作能量的连绩函数，它的 


⑦对于^<0以及五接近于 

( —瓦 + UI ) 

与 （128+ 17) 和比较，说明5>0, 
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值也不限于 0 到^(参看本书上册134页的附注).我们来证明下 
式成立： 


<5j(0) — <5, ( 00 ) — nvr, (133.17) 

式中 n 是引力场 E /( r ) 屮角动显为 Z 的分立能级数 ( N . Levinson , 

1949), 

证明时我们注意到 f 在满足条件耵1«#/»^ 8 的场中，玻恩近 
似对所有的能量成立，所以对所有的开均有由于 
时散射振幅趋于零，我们有 Woo) = 0+根据§132中的一般结论， 
还有 <5,(0) =0. 这样的场中不存在分立能级（见 §45), 故 n = 0 .现 
在来研究势阱 U(r) 逐渐加深时差值 A(A)_A(oo) 的变化， A 是 
某个给定的小量,随着这种加深，阱的上端侬次出现第一个、第二 
个等等的能级，每出现一个能级，周相 4(A ) 就增加一个其叭加 
深到给定的 U(r) 时再令 A->0, 即得(1批 I 7 ) 式. 

例 题 

1. 试用 r 〜 fl 的“内” R 中五的定态波函数表达有效力程 A . 

CMopo;iHFrcKwS T 1948). 

解令；^为 r 〜 O 区内的洩函数，它巳按 r — 00时；的条件归一 
化.千是整个空间中的玫函数的甲力可写成之 : = 4 ( e - a ^+^ - O 的形式. 
这个表示式当 kt » 1 时变成4 当 f < r « i 时变 成七幻 ，它应按下式归 

一化： 

f : m (^— f :(卜的吟 1， 

与 （133, 13) 式比较后给出 

r ^ 2 C {1- Xl ) dr . 

， c 

① （133, G ) 式中，迖和当于心从 0 变到 A 此时 i ： 为铪 定的小 S , 而~则从负值 
变到正值■当时，同样可从 hot 五 4(瓦一 d 中得到这个 

结论.此財及 — A 为给定，而 < 从变到一 f 》 A ， 
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根据 U ( t )< Q 的(133,1>式，迖式之解就是 A 可知 X ,( t ) <X 0 tco)-l, 
因此总有 r 0 >0. 

2. ，场£/0)变化时，求周相在的改变. 

獬对薛定谔方程 


A 


2 m 


h 


r 2 


Xi=0 


中的 tf(r) 进行变分，我们料 

E 


2 m 


-叶〜 A2 


XjdU, 


第一式乘 <3 不，茁二式乘义，相咸后对 r 积分，我们评 




2 m f 

l ^ J , 




上式左端用下列渐近式代入: 


X/= sin^itr - + Jjt + 占 i), 
dX z ^S($ t ) ^kr —jT + 3 〕 


(此 式中选的系数 1 确定了所采用的归一化），我们得 

J ^ q 

拫据这个式子，我们可对作为能是连续函数的周枏 *? i 的符号问蔺作出 
某些结论，为了避免这些函数定义中的含混处(可以相差托的整数侪），我 n 
用条件 A ( oo ) =0加以归〜化， 

先从 cr = o 开始.此时所有的 A 等于零，逐渐增大 PI , 我们发现斥力场 
( f />0) 中所有的<3,<0,引力场 ( C /<0) 中则4>0,斥力场中 3,0) =0,所以 
低能时 A 很小『散射振幅因此是 负的： 卜 d 必 fk <0. 引力场中相应地推得； 
只当不存在分立能级时/才能是正的，不然的话 ，当迟 很小时， A 不是接近于 
零而是接近子 n ； r ( 见 （133.17) 式），并且对/的符号问题不能作出结论. 

3. 对半径为 a 深度为17 & 的球形方 势阱， 求散射长度 a 和有效力程 I %, 
设该势阱只含一个接近于零的分立能级. 

解仿照 S 132题1的倣法，只是在阱内区与1^相比我们不略去粒子能 
最五= ft 2 AVSm , 得到同相&的方程为 


fccot((5 0 +ai) —A^cotaff, 
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为了使阱内只含一个能级， n _ 接近于零.必须冇(:见§33,题1 ) 

t / o =^( l - hA ), A « l - 

Sma 1 

将前式展成如和 A 的幕次式后，我们得 

Jtcot 〜〜-盖 A ++必， 

故 a ^ l / /.TV^red ， 〜值与 一致 t 私是阱中能级的能最 
值;见& 33,题〗， 

1. 对一个在球半径 o 外而等于零的势场 t /( r ), 试用周相 4( fc ) 表出卜 1 
列积分式 


X^dr 


X 为古 态陂函数 （G. Liiders : I幻 5), 
解按 <12 S」0) 式 

9 X 


I /-4 


Vr z ， 11 V 

A :， ■_ /■ 


3 k 


mn 


式中撇号代表对 t 微分 [(128+10) 中对五的导数 [1 坆成对 fc 


2 mE 


h 


的 导数] 


由丁在 ^ = a 处不存在场，上式右边可采用自由运动波函数： Jf=2 S in(fcr+A) 
[按 （33. 20) 汩一化].结果为 


+ -|- sin 2 ( ka - hd ,) >0* 

因为义 2 的积分一定是正的，上式右边也一定是正的' 


§134准分立能级处的共振 

能够衰变的系统，严格讲来并不存在分立能谱.衰变时从中 
逸出的粒子走向无穷远处，从这一点看来，该系统的运动是无限运 


①这个不等式早先已由 WigncrU 9 5 5> 用别的方式导出, 
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动，因而能谱是连续的. 

但是，该系统的衰变几率有可能非常地小.这类系统的一个 
简单例子是，敉子因周被一个相当高和宽的势垒所包围.存在亚 
稳态的另一种可能原因是，由于弱的自旋-轨道作用，衰变时系统 
的自旋必须发生改变. 

对于衰变几率很小的系统，我们可以引进准定态的槪念，该态 
中的粒子长时期地在这个“系统之内”运动，经过相当长的一段时 
间间隔 r 以后才逸出， r 可称为所考虑准定志的寿命 ( r 〜1/叫 
为单位时问的衰变几率).这些态的能谱是准分立的,它由一串有 
宽度的能级所钽成> 宽度和寿命的关系为厂〜 ft / t [见 (44.7) 式 ], 
准分立能级的宽度小于这些能级之何的间距. 

准定态的研究，可以采用下列纯形式的方法.直到现在为止， 
我们总是要求薛定谔方程之解具有这样的边界条件，它的波函数 
在无穷远处必须是有限的.代替这一点，现在我们来找寻这样的 
解,它在无穷远处是一个出射球面波，与系统衰变后逸出的粒子相 
对应.由于这样的边界条件是一个复条件，我们无法断言能量本 
征值- -定是 实数. 反之、 求解薛定谔方程后得到一串复值，我们把 
它写成以下形式： 


E = E 广备 W , (134.1) 

bl 

式中的 仏和厂 是两个常数，它们都是正的（见后). 

很易看出这种复能量值的物理含义. 准定 态波函数中的时间 
因子具有以下 形式： 





f ft 1 ■ 


因此按波涵数的槙董乎方给出的所在儿率都按^ 的规律随时 



间衰减①.特别是，犮现粒子处干“系统之内”的几率是按这个规 

律衰减的，因此尸值决定了该态的寿命,单位时问的衰变几率为 

w = r / H . (134.2) 

准定态波函数在远距离处（出射波)具有以下因子： 



时，该因子指数式地增长(裉号的虚部是负的）.这些函数的 

归一化积分因而是发散的.附带说一下，这一点解决了 

这样一个表观矛盾；一方面丨 2 随时间衰减，另一方面可用波动 
方程证明它的归一化积分是一个常数. 

现在来考査粒子能量接近于某一准分立能级时的波函数 


形式. 

像§ 128 —样 t 我们写出径向波函数的渐近式(在远距处) 
( 128 . 1 )； 

足 =4 卜 1 (E) ^ P + (^)exp 

(134.3) 

并把万看作复变量.当忍为 m 实值时， 

朽 = 丄「山 （五） 起） ^^^/2mE/n, (134* 4) 

T 


0) 我们注盘到，这 '任表明丫物理上厂为正萤的必要性-但是这个条件也可以 
裉据所设的薛定 if 方程之解在无穷远 处的 边界条件自动地得到 T 也可以榧据浓扰论公 
式中绕辻极 A 的规则 （E S 130) 郴到.假定从分立能级^到连续谱志 v 的跃迁是山恒 
定微扰 r 引起的.則能级的二级修丄为[参考（ 3 丄 10)] 



dv . 


规则 U 3 ilQ ) 给出 




这与跃 il 几率(似. 1)4 一致. 
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并有 4( 忍） =埒 （ 丑）[见 （1 28 .3)， （12 S .4)], 式中的函数瓦) 
取在右实轴割线的上沿. 

确定复能量本征值的条件，归结为渐近式 ( U 4. 3) 中不存在人 
射波.这就意味着，忍=私一厂时系数 S , (五)必须等 于零： 


B 





(134.5) 


由此可见，准分立能级和真分立能级一样，都是函数&(幻的零 
点，但和真分立能级所对应的零点不同，它们并不位于物理叶上: 
我们在写出条件 （134. 5) 时，巳经假定了所求的准定态波函数来自 
(134+3) 式的#同顼，该项在及>0时[即（1 3 4,4)式]也是一个出 


射波 (〜以 f ). 可是忍=尽一点位于正实轴的下面.从割线 


上沿 [(134. 4) 式中的系数用它来定义]到达这一点而又不离开物 
理叶，只有绕过五二0点.这样一來 VI 变号，出射波变成了人 
射波.因此，为了保持为出射波,我们只能直接向下通过割线到达 
这一点，从而落到另一叶非物理叶上. 

现在来研究接近于准分立能级的那些正能量值（当然，应假定 
厂很小，否则不会存在这些接近值).把函数氏 （幻 展成差 


五一(丑0一■^厂 ) 

的幕级数，只取一级项，我 n 有 

芯一札 + ii 厂 


)k 


(134.6) 


式中是一个常数.上式代人（1 34 .4)，得到接近准定态的以下 


状态波 函数: 




E -^^Y ir ) btB ~ iir f 

<134.7) 


* 3X4* 



这个函数的周相 i 由下式 给出: 


e m , = e 2 “严 



= e 2 W °丫卜-——)， <134,8} 

V E-E 0 -：- -^ir / 

其中的 

它川广 == (_ i )* + *| l , (134.9) 

F — » r 时，周相 & 等于 a % 因此就是远离共振的周相 

值. 


共振区内的1显著地随能量变化.如果利用 


pun ， “一 衫… ^ ■■一 1 +“ 
e -^an-M- X _ U 

把 <134. S ) 改写成以下形式： 

卜俨切 <134 + 10 ) 

我们就可看到，通过整个共振区 〈从 E 《 J ^ 变到及》&)后周相改 
变了〜 

E = E 0 ~^iP Pt , 034.7) 式变成私=一（1»厂 &； V * r .如 

果这个波函数是按对系统内部区域的积分等于1这样的条件 
归一化的，那么这个出射波的总流量（它等于厂应该等于 
(134*2) 式的衰变几率.从而得 

Ibtl^l/hvr. ( 134 . 11 ) 

当入射粒子的能量 E 接近于由散射系统和进行散射的粒子所 

组成的 复合系 统的某个准分立能汲 札时， 以上所得的结果使我们 
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有可能求出这个粒子的弹性散射柅幅.在一般公式 （ dll ) 中， 
对应于 A 能级的那一个 i 项必须用 （134. 8) 式代入.这时我们得 
出 





PtCcosd), 


(134.12) 

式中的(们是远离共振的散射振幅，它和准定态的性质无关 
[它 由每项中的<3,=3,的 (123.11) 式给出]®.尸0)称为 势散射 
振幅, (134.12) 中的第二项则称为共 掮散射 振幅，后者在 S = A — 

厂处有一个极点，如前所述，这个极点不在物理叶上②. 

(134, 12) 式给出了在复合系统某一堆分立能级处接近共振的 
弹性散射，它的成立范围由以下要求所决定，即差值 AI 必 
须远小干该能级到相邻裡分立能级的距离 A 

(134.13) 

如果所考虑的是慢粒子散射，亦即典振区内的粒子波长远大 
千散射系统的尺度时， （134. ]2)式述可适当化简.此时只有 s 波 
散射是重要的；我 H 将假定 A 确是属于 （=0 的能级.势散射振 
幅就变成一个实常数 一 s 132)®. 在共振散射振幅中，我 n 
令；=0并把改成 1( 因为卻^ = 一0^«1)，从而得 


① 如果考虑的是带电 泣子 被一个带电粒子系统所散射，周相应该采用 （135. 
11) 式， 

② 注意 t 镘粒子共振散射的（13 3 .1 5 )式 ，当五 接近干 i #0 的正能级^时*该式 
与 （134.12) 式中的共振项精确对应.此时的和厂值由 （m. 16 )式给出.由千 F 很 

小，周相也很小，故口 1. 

③ S 假定散射场随距离的增大而足够快地衰戚 .S 中将把上述结果应 tfl 到 
原子核对悛屮子的散射. 
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f (0 )= 




M E — E ' 


2 



(134.14) 


在 |£一仏| 〜 厂的窄區内， 第二项远大于振幅 ct ， a 可以略去.但 
当远离共振区时，这两项可能差不多大小. 

以上的推导中，我们喑屮假定了能级 仏的 数值本身并不太 
小，共振区不在0点附近.如果考虑的是复合系统第一个准分 
立能级处的共振，该能级与£二0的间距远小于它和下一个能级之 
间的间距（即 A « D )， 这时展开式 (134. 6) 就不再适用了.这一点 
可从这样的事实看出，当五->0时， (134. H ) 式的振幅并不趋于一 
常数极限，而按一般理论这正是 s 波散射所必需的. 

我们来省虑一个准分立能级接近于妥的情形，仍假定进行散 
射的粒子在共振区内拫慢，只有 s 波散射是重要的. 

波函数中的系数反(丑）现在必须按能量五本身的幂次展开, 
^ =0点是函数 B f (扪的一个支点，从割线上沿绕过此点到达下沿 
时汉 (E ) 变成+这意味着展开是桉 VI的幂进行的，按 
上述方式绕过五= 0点时它要变号.对于正的及值，我们把函数 
B 0 (E) 的展开式中的前儿项写成以下 形式： 

B ^ E ') = (^ E ' — e 0 H - iy ^/ 万）&0(忍）， (134,15) 

式中的 q 和 v 都是实常数,％〔幻是能量的函数，它也能展成 VI 


的幕级数，但在 E = 0 点附近没有零点①.准分立能级五=馬一 | 

基厂相当于延拓到非物理叶下半平面后的 ivV ! 因子等 
于零，因 此仏和 r 可由下式确定： 


①桉数确定丫势散射的周相.慢泣子散射中，它的拫开式 
的首项为(五）二常数 
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(134. 16) 


(为了 使仏和厂 是正的，常数 k 和 v 必须赴正的）.例如宽度为厂 
《 E 。 的一个能级，相当于这些常数间具有4» /的 关系，这时从 
(134.16) 式可得尸 =2 w 、 o . 

目前 请形下 （13 4 * 15) 式代替了 （134. 幻式, 随后 的公式 也要作 
相应的修改（五 0 改为 h r 改为 2 vVI ). 散射振幅因而由（13 4 . 
14) 式改成 下式： 

(134 . 17 ) 

(式中已令& = m 是该粒子和散射系统的折合质量） . # 

—0 时这个振幅确是趋于一常数极限，从而证实了展式 (134.15) 

的形状 ■ 

要注意的是, <134. 17) 式也包括了复合系统的一个真分立能 

级接近于零时的情形，它由^和 V 这两个常数间的适当关系所给 
出.如果 hol « V 2 , 对丑 《 V Z 的能量 讲来， 共振项分母中的第一项 

五可以略去不计. 

再略去势散射振幅 cc ， 我们得公式 





ik—^/2m€ 0 /Ay 


和 （133. 7) 式相同（该式中《=— V ^€ D / A V ). 此式对应干五= 
€ 0 VV Z 能级处的共振，这个分立能级是真的还是虚的，耍看常数《 
是正的还是负的. 


§135 卢瑟福公式 

库仑场中的散射从物理应川的观点看来十分重要.它的重要 
性还在于，这种情 形下量 子力学的碰撞问题可以精确解出. 


* 3J8 


* 



当有一个方向可以 II 别于丼佘方向时（目前情形下就是人射 
粒子的方向） T 库仑场中的薛定谔方程最好在抛物坐标系 I , 1穿 
中求解 （§37). 辏力场中的粒子散射问题是轴对称的.因此波函 
数0与炉角无关.我们把薛定谔方程 （37.6) 的特解写成以下形 
式： 

( 135 . 1 ) 

这就是 m = 0 的 (37. 7) 式.据此，分离变量后，我们得的 
(37, 8) 式： 

-!...( 士办 2 芸 - )/j 

紫)十(1朽卜内 ) A 卜 = 1 . 

散射粒子的能量当然是正的，我们已令 f = (135. 式中的 

符兮是针对斥力场愔形的，对于引力场中的散射截面讲来，所得的 
最后结果相同 .I 

我们要找的薛定谔方程之解应谅符合如下 要求： 对于负的2 
和大的 r ， 它具有平面波 形式： 

寸〜 e iiz (当 rooo , _ co < jj <0)， 

这对应于沿正 z 轴方向入射的粒子.下面就会看到，形如 （135. 1) 
的一个特解(而不是具有各种見、 A 值的解的线性组合)能够符合 
上述要求. 

在抛物坐标系中，上述要求呈以下形式： 

0 ° (对和所有|) 

要满足上式只存 

(135.3) 



①本节中，我们采用库仑单位 


• 3 J 9 



并且 A 07) 遵循以下 条汴: 


t?— 00时. （135.4) 

把 （135. 3) 代人 （135. 2) 第一式中，我们发现这个函数确满足 
该方程，只要常数皮这时由 （135.2) 的第二式(於=1一 

A) 得 

晶(脅 ) O 2 “+»°， 

我们来寻求上式以 F 形式 的解： 

/ 3 0?) = 〆 *“、03)， （135.5) 

共中的函数 w (77) 当 n -> co 时趋于一常数.对 wO ?) 得以下 方程： 

7 jw rt -\ (1— ik 7 ]) w f — w ^ 0 t (135.6) 

弓 I 入新变量仏 = i 切后，上式可以化成参量为« - - Uh V = 1的 
合流超几何函数方程.我们从 (135.6) 式的解中应当选取满足下 
述要求 的解: 它乘以丸(1)后只包含出射球面波(散射波)，而不包 
含入射球面波.此解即以下 函数： 

切 =常数 xF(—j ， l ， ikrj^ 

把以上各个表式汇集起来，即得描述散射何题的以下薛定谔 
方程的精确解： 

=e—A 厂 (1+ 士)〆 — (一去，1， ik^y (135.7) 

^中的归一化常数已选定，使得入射 平面波 具有单位振幅（兕后). 

为了把这个函数中的入射波和散射波匡分开来，我们必须考 
虑它在远离散射中心处的形式.应用合流超几何函数渐近展开式 
中的前两顼 [(d. 14) 式: K 对大的/?我们有 
_ }20 - 



吹—\、'、 ik ^ 




iJ(rf 




K 



把上式代人 035. 7) 并变换到球坐标系 = q = r—a = r 
(1 一 cod ) ]，最后可得波函数的以下渐近表 示式： 


丼中的 




ik 2 r(l — cos^) 
f(6) iir -|]num 


ikA± r\n<.kT-tTCuS # ) 


T 


fW 



2 t a ^ in 2 ^ 



(135. S ) 


(135. 9) 


(135.8) 式中的第一项代表人射波，我们看到，由于库仑场衰 
减缓慢,这个平面入射波即使在远离散射中心处也是畸变$的，表 
现在它的周相中存在对数项以及在振幅中存在 Vr 量级的项，在 
(135. 8) 第二项所表示的散射球面中，其周相中也有畸变对数项， 
这些与波函数的通常渐近表式 （123,3) 之间的差别，实际上并不重 
要，因为当 r — w 时它们给出的流密度改正值趋于零. 


①这种啡变的来源可以经典地阐明，如果考虑一族入射方向相同的（平行于2 
轴)经典库仑双曲线轨道，很恳证明，它们 的正 交面方程在远距离处并不趋 
干3=龙改， + i -常故，这个面就是 (13 S . S ) 式中入射波的等 

相面. 


_ ?2J 


* 



由此得到散射截面 ^=1/ ⑼ r 咖的公式 



在通常单位制中就萣 



(135. 10) 


式中 V = 是粒子的速度.这就是经典力学中给出的著名的 

卢瑟福公式.因此对于库仑场中的散射，量子力学和经典力学绐 
出同样的结果 （N. Mott, and W. Gordon，1928). 当然，由玻恩 
公式 （126. 12) 也能导出 （135, 10) 式. 

下面我们给出散射振幅〔135. 9) 的球谐函数展开式，以供参 
考.它是把(36_ 2S) 式的周相代入 （124. 5) 式后得到的，该 式即① 


由此得 


exp(2i<5f^)- 



烟=‘5：(射1) 

I 



jP, (cos^)* 


(135-11) 


( 135 . 12 ) 


散射振幅(135_ 9) 中的符号对应于斥力场.在库仑引力场中, 
(135. 9) 式改成它的复共轭式.这样一来，在厂 （1 — 《作)函数的极 
点处，亦即伽玛函数的宗量为负整数或零的那些点处（当 lm*>0 
并且函数在无穷远处衰减时)，/(60变成无穷大.与此相应 


①此式中的 ^ 值不 W 于真正的（发散的）库仑周相，其差值对所有的 i 来讲都 
是相同的. 
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的能量値为 1/况 2 0 = 1, 2 ,3, …），这与库仑场中的分立 

I 

能级值一致（参考 S 128). 


§136连续谱的波函激组 

分析辏力场中的运动时(第五章)，我们所考虑的定态中，粒子 
具有确定的能量和确定的轨道角动量〗及其分盘〃.这些分立谱 
的状态波函数 (V^m«) 和连续谱的状态波函数』》，能量 
合起来组成一个完济组，任意的状态波函数可以对它展开.可是 
这组函数对散射理论中的问题并不合用.我们有另外一组方便的 
函数，其中的连续谱波函数具莉特殊的渐近 行为: 在无穷远处成为 
一个平面波和一个出射球面波.这箜态中的粒子具有确定的能量， 
但是沒有确定的角动量及其分量. 

根据 (123. (3) 和 (123. 8), 这样的波函数(我们把它记作垆广） 
由下式 给出： 


+ (136,1) 

^ I -0 

勒让德多项式的宗量写成 co S 0 = k* r /jtr T 因此上式不存在 (123.6) 
式那样[式中的^轴是乎面波的传播方向]的坐标轴的特殊选法问 
题. 对矢量 k 取所有可能的值后，我们就得到一组波函数，现在 
来证明，它们是按连续谱的通常规则正交归一 化的： 

J - (2.T) a <5(k ; # (136,2) 

证明时①，我们注意到乘积可以表成以下乘积对 J 


①实质上，只有 vi +) 的正交性惡要单独证明，归一化可从函數的渐近式迕接导 
[11(^^521). 在这个意义下 “1 S 6.2) 式的成立是明显的 + 因为时这些凼数中 
的非 耷成项只有 
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和" 的双重 求和： 

P ,( k _ r / fcr ) P ，（ k 、 r / A / r )_ 
对 r 各个方向的积分可利用下式 进行： 




参考数学附录 ( c _12) 式.留下 


(136-3) 


| 矽叹=盖_2⑶ +1 V [〜 ⑴ ■ J 0_” P £ ( CO 3 V > 

X [ R k ^(r) ff tr (r)r 2 rfr 

J Q 

式中 V 是 k 和1的夹角.但径向函数札 I 是按下式正交归一 
化的： 

f l T 2 dr — 27 td ( k r 一 fc )* 

Jo 

N 此可在这个积分式前的系数中令 & 二 〆 ，苒用 （1 U .3) 式，我 
们得 


|^^ 0 i + W = ^ Sik 1 - k )^( 2 l ^ l ) P t (cosy) 

— ^S (/? J 一办） <5(1 — cosy) * 
k 

上式右边当 k ^ k 1 时 为零， 乘以 2 nh z B \ nydkdyK 2 ^ y 再对 

整个 t 空间积分后得1,这就证明了 （136. 2) 式. 

引进 0 i +) 函数组的同时，还可引进另一个函数组，它们对应于 

在无穷远处是一个平面波和一个入射球面波的态.我们把这些函 

数记作 H -\ 它们可从 W +> 直接得到： 

H。:: ( 136 , 4 ) 

由于(出射波）的复共轭为 e _ ifcT / r (人射波)，而平面波变成 
_ ?24 - 




因此，为了保留 k 的原有定义(平面波我们必须把 k 
改成一 k， 如 （136. 4) 式所示.注意到 

Pi ( 一 CO9 0) = ( 一 l)^Pi (cO90) t 

由（]36,1)式得 


(136. 5) 


库仑场的情形非常重要.此时函数 w +> (和 w _>) 可写成封闳 
式,它可从 (135, 7) 式直接得到.我们把抛物坐标表成 


2 


Ar (|—=^kz = k»r^?j=jS?(r — z) =kr —k 


因此对库仑斥力场有① 


V ^ +> = 厂(1 + 去 k . rF (-去 1 ，加一化 • r )， 


(136, 6) 






e 




厂 (1 -去(去，1，一咖一 ik . r ). (136. 7) 


席仑引力场的波函数组可巾 上式中 和 r 的同时变号获得: 


<+) :=e - ； 2 t 1? ar-ik.r )， (136. 8) 

U ) r(l 1, -ihr-i^-ry (136. 9) 

库仑场对原点附近粒子运动的作用，可用 W 〜或的模畺 
平方和自由运动波函数的模量平方在 r = 0 点的比值来 
标志.利用公式 




sinh 


JT 

F ， 


①采用庳仑单位. 
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很易求出对斥力场有 

i^°co)i 3 2 兀 

!九1 2 \ M Z A ( e ^- l ) 

对引力场有 


(136. 10) 


f ^ +) (0)1 V j ^->(0)| 


2^ 


u —— 一 n^rr — —*( n-w (136,11} 

以 +> 和函数组在连续谱微扰沦的应用问题中起若筮要的 
作用，我们假定，作为某个微扰#的结果，粒子在连续谱的状态 


间进行跃迁.跃迁几率由以下矩阵元 确定: 




(136. 12) 


产生的问题是，究竟用波动方程的哪些解作为初态 《) 和宋态 
(心)波函数，以便求得的振幅针对粒子从无穷远处动最为 ftt 的态 
跃迁到无穷远处动是为 Ak f 的态 ®， 我们来证明，它要求 

少 i =V^k + \ 伞 (136. 13) 

( A , Sommerfeld, 1931), 

如果我们不仅对微扰 A 而且也对粒子运动所在的场 yo) 来 
看一下怎样用微忧论求解的话， 这个问 题就变得清楚了.零级近 
似（对 G 而言）中，矩阵元 (136. 12>为 


U^ k = ^ e -^ T de^ T dV 

在对 u 的髙级近似中，这个积分改成一个级数，其中每一项是一个 
积分 

J 十 iO)^ ； -i?,.-HO) ki " 


r & 这种过程的一个例子是，一个电子和一个静止重核相碰并 辐肘一 个光子 ， 从 
而改变了它的能 a 和运动方向. 微扰 P&fc 是电了和辐射场的作用，核库仑场就是 
和 Vi 1 借以定义的场 y (见卷 4 t 和§抑).另一个例子是乜子和一个庖 +进迪, 

同时伸随着原子的电离，见 S 14\ 超4 . 
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(参考§ 43和§ 130). 分子中含有对未微扰平面波而言的（各级） 
矩阵元，积分则按同一个固定规則避开了所有的极点.另一方面， 
这个级数可以作为 （136. 12) 式的矩眸元而得到，该式中的波函数 
心和0/现在是对于场 U 而言的微扰论级数.其结果一定等于许 
多积分之和，并按同一规则避开了其中的所有极点.这一事实丧 
明， 在心和 於}的级数表式中，必须按同样的规则避开各项中的 
极点.可是，如果具有这种规则的波函数是由微扰论解出的，所得 
的解的渐近式中必须包含出射波（以及平面波).换句话说，形 
式为 

的零级近似(对 U 而言)波函数必须分別用波动方程的精确解^ +) 
和 d 来代替.这就证明了规则（ I 36 . I 3 ). 

取为末态波函数还能用于从分立谱到连续谱的跃迁，此 
时当然不存茌怎样选么的问题. 


§137同类粒子的碰撞 


两个全同粒子的碰撞需要作特殊的考虑.粒子的全同性在量 
子力学中导致了两者之间出现一种特有的交换作用.这一点对散 
射也有重要的影响 ( N . F . Mott , 1930)®. 

双粒子系统的轨道波函数必须对这两个粒子对称或反对称， 
取决于它们的总自旋是偶数还是奇数（见§ 62). 因此由通常薛定 
谔方程解出的描述散射问题的波函数也必须对这两个粒子对称化 
或反对称化.粒子的对换等价于联结它们的径矢的反向.在质心为 
静止的坐标系中，这就意味着 t 保持不变而把0角换成 C 因 
而 = 变成一;0,因此波函数的渐近表式(^ 3 )必须改为 


①在这 1 E 我们仍略去直搜的 II 旋-轨道作用 * 
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0 = 士 …十丄 士 /o — 幻] (137. 1) 

T 

由于粒子的全同性，当然不能说出那个是散射那个是被散射. 
在质心静止的坐标系中，我 n 有两个等同的沿相反方向传播的入 
射平面波和 (137. 1) 式中的出射球面波同时计及了 
这两个粒子的散射，由此算出的几率流量给出了这两个粒子中任 
一 个粒子散射到给定办立体角元内的几率.散射截面等于这个 
流量和两个入射平面波中任意一个平面波的流密度之比，也就是 
说和以前一样，仍由 （137. 1) 式前面的系数的模量平方所 

给出 . 」 

由此可见，如果相碰粒子的总自旋为偶数，散射截面的形式为 

Aa 产 \ f (9) +/ U — 的 \ 2 do t <137. 2) 

而当总自旋为奇数时，则有 

d < J a - \ f (0)- f (: i -0) \ Ho , (137. 3) 

干涉顼的出现标志着交换作用. 
如果这两个粒子并不相冈，正如经典力学中那样，两个粒子中任一 
粒子散射到某一给定立体角元办内的几率，就简单地等于一个粒 
子偏转彡角的儿率加上另一个反向运动粒子偏转 a —彡角的几串， 
换句话说,截面应该等于 

{[/(0) |M- 叫 ”“ 

在低速极限情形下，如果粒子间的相互作用随着距离的增火 
而衰减得足够快，散射振幅就趋向于一个和角度无关的常数值 
(§ 132), 从 （137. 3) 式可知，此时如，趋干零，亦即只有总自旋为 
偶数的两个粒子相互散射. 

(137. 2), (137, 3) 式中已经假定了这两个相碰粒子的总自旋 
具有某一定值.如果这两个粒子并不处于确定的自旋态，那么在 
求截面时需要对所有可能的自旋态求平均，并假定这些自旋态都 
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是等几率的+ §62 中曾经指出，在双粒子系统（每个粒子的自旋为 
O 中，总数为 （2 s + l ) 2 个不同的自旋态中，有十 1) 个态对应 
十偶的总自旋 ，有 (s + l )(2 s I 1) 个态对应于奇的总自旋（如果$ 
为半整数），或者反之（如果 s 为整数）.我们先假定粒子自旋 s 是 
半整数.此时，两个相碰粒子的系统 的&值 为偶数的几率等于 
s (2 S + l )/(2 M - l) a = S /(2 m >， S 値为奇数的几率等于幼 + 1)/ 
(2 S + 1 ). 故截时为 




(137. 4> 


把 (137. 2)， （137. 3) 代入上式，得 




25+1 




(137. 5) 


同样地，对整数值的 s 求得 


da^{ |/⑼ I 2 十 \f(7z-0) 

+ f *( 0 ) f (^- 0 n } do . (137.6) 

作为一个例子，我 们来写 出按库仑定律屮= 4/0作用的两个 

电子的碰撞公式.把 （135.9) 代入 s = f 的 （137.5) 式中，经过苘 
单计算后得(通常单位制中） 




cos 



6 



CDS 


(£ log tan T 0 )>°» 


(137, 7) 

式中采用电子质量代替折合质量 m = 如果粒子速度很 


大使得注窓，这个条伴正好就是库么场的微扰论适用条 
件），上式就可以显著地化简.此时第三项中的佘弦函数可以用1 
代替，我们得 



M —3sin 〜 
^iti 4 0 



( 137 . 8 ) 


在相反的极限情形下， 办 vn ， 相应子过渡到经典力学(兒§127 
末).在 （137. 7>式中，这种过渡是很特殊的.当时，方括 
号内第三项的佘弦函数是一个急剧振荡函数.对每一个给定的0 
角，（1 3 7.7)式给出的散射截面值一般讲来显著地不同于卢瑟福 
值.但是，即使对一个很窄范围内的#值平均以后， （137. 7) 式中 
的振荡项等于零，我们就得到经典公式. 

上述所有截面公式,都是对质心静止的坐标系而言的.把它变 
换到碰撞前一个粒子为静止的坐标系中， H 需把式中的0改成时 
就可以了〔根据 （123. 2)]，因而，对于两个电子的碰撞，从（137*7> 
式得 


da 


2 e 


m^v 


2 


) 




CQS 


^“^ 0 S ( fc lntan M 


cosMo ， (137.9) 


式中的是新坐标系中的立体角元，彡改成 2 tf 时，立体 角元心 
必须改成4 costfdo , 因为 

sin $ dOd<p — 4 coat ) sin ^ d ^ dg >. 


例 題 

求自旋 为+的 两个全同粒子的散射截面，它们具有给定的自旋平均值 

豆1和 

解截面和粒子极化的关系_必须用正比于标量的项来表出.我 
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们把而3成的形式.对子朴极化的 n 子 = 笫二项不存 
在，并按（ 〗37 . 4 )有扣 = a = i(dcr, + 3rf<r fl ), 如果两个粒子在同一方向完 4. 

4 

. • 

极化 = 泫系统背定地处于 S = 1 的态中. 此 H 有如=你+>二 

dcr a . 从以上两式解出 a 和&,我们有 

^=^-((^ + 3(^) + (dcTa — da ^ St ^ 


§138带电粒子的共振散射 


带电核粒子(例如质子和质子）的散射，除了短程的核力外，还 
有衰减缓慢的库仑作用.这种情形下的共振散射理论是按§ 133 
中所述的同样方法发展的.唯一差别是核力作用范围以外 （ r »«) 
的波函数不能取自由运动方程 （133. 2) 之解，必须取库仑场中薛定 
谔方程的精确通解.粒子的速度仍假定很小， 使得化《1;1/办和 
库仑制单位长度是相碰粒子的折合质量)之间 

I 

的关系可以任怠® 

对于库仑斥力场中 Z =0 的运动，径函数； f = r 私的薛定谔力 

程为 


+ = （138. 1) 

此处采用了厍仑单位制.§36中曾经求出辻上式之解，所加的条 
件是 r = 0处 Xfr 为有限.我们用记号^代表这个解，它的形式 


是[见(33.27)和 (36. 28)] 


F ^ Ae^^krFl ++1,2, -2 itr ), 


k 


A 2 


2 jtfk 


(138. 2) 


e 


—1. 


① 以下 所讲的理论来 0 X 3. JIaBAar 和 JL A . Cuop ^ HHCitB 5 Cl9^4>. 
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这个函数在远距处的渐近式为 



柯"== 



I InZIcr ^ d ^ 

iC 




r 很小时 r « l ) 展开式的首项为 


(138 - 3) 


A = 4Jtr(l 十 r 十…）， （138.0 

但在 H 前，边界条件已经改变，波函数在原点的行为不再重耍 t 我 
们耑要的是 （138. 1) 式的逋解，它等于两个独立解的线性组合. 

(138. 2) 式的合流超几何函数中的那蜱参景（ V 值是一个移 
数 ， Y =2) 属于数学附录之末所讲的情形.根据该处的(^ 4 ) 

S 

式， （138.2) 式中的 J 1 函数等干两项之和，我们把这两项另行线怍 
组合后，可得 （138. 1) 的另一个独；解.我们取这两项之差作为它 
们的线性组合，即得方程 （138. : L ) 的第二个独立解（记作<?。)，其形 
式为 ® 

⑽ Im 7^r^ (-财，… ，十去，4 ~ 2ikr ) 

(138. 5) 

函数^就是冋一式的实部.远距处的渐近式为 

G 产 cos(kr — +ln2A?r+ <5f 6 )， (138, 9) 

对小的 V ，展开式的前几项为 

G 。 二去 (l + 2 y [ ln 2 計 2 C -1 + A ( A )] + -}， (138. 7) 

式中 C = 0. 577 …为欧勒常数.代表以下 函数: 

h ( k ) = Re 0 ( — ijh ) + lnfc ， (138* S ) 


(!) 迳數 A 和(74以及^关 0 时相应地定义的函敗 A 和 £^) 分別你为正规和非 
IE 规库仑函数 . 
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000 =厂70/ 厂⑷是厂函数的对数导数① 
方程 （138. 1) 的通解可写成以下 诞式： 


/二常数 x ( F 0 cot <5 0 + G 3 ) ， (138 - 9) 

式中的 cot A 是一个常数.所选的记号使得这个解的渐近式呈以 
下 形式： 


sln | hT — 


y I n 2 kr -h -f- 


(13 S . 10) 


因此^就是由短程力引起的波函数的附加周相.我们必须把它和 
边界条件 [///：) 00=常数中出现的常数联系起来，这个边界条件 
是用来代#核力作用范围内的波函数处理的.由于对数导数 x r !x 
当 r — 0时具有对数发散性，这个边界条件现在不能取在 r = 0 处， 
而只能取在某一任意小的但为有限值的 r = /> 点处.应用 （13 S -4) 
和 （13 S .7) 式算出 /0)/； C ( P ) 后令它等于一个常数，即得以下谚 
式的边界 条件： 


kA 2 cot (5 () + 2 [ 1112/0 + 2^7+办(七）]=常数. 

式左含有与 &无关 的常数 2 U 2 p 和把它们并入式右的常数 
内，然后把这个常数记作一 h 在普通单位制中， cot 心的最后表 
式为 

cot <5 0 = —丄 —!_) h { ka z ) (138.11) 

7 t 2 

取极限 V 心 —0, 也就是对不带电粒子， （13 S .11) 式变成关系式 
cot = -^/ k , 亦即 （133. 6) 式， 


①通过展式 d 17) 可从〔138.5)求符展式（133,7)，推导时要用到以下熟知公 
式： 

(1 H- z ^ — -yi ( z ^ -T- i / as 

(上式很势从厂 U + l ) = £ 厂&>朵出）以及 - c ， 扒 2 ) 二一 G + l , 
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2 3 4 5 


x 

图 M 

图49给出了函数 AO ) 的一个阁形①. 


①计箅 A ( it ) 函 数吋利 用公式 

OQ 

A (*)= t_z 工;广 C + lnfc , 

it^i 

上式很易用下忒得到： 

H 

A =? 1 

SL Whittaker and watson*course of Modern Analysis, Cambridge, 1944 p % 12, 
16. AU) 函数的极限表式为 

K <1 t A ( Jt )^ fc J / l 2 T 

i»l- h{k)~ - C + lnit+l.Wi 

后-式给出的 kU) 值稱确到4匁以内，即使对 Jt >2.5 也行+ 
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由此可见，当有库仑作坩存在时，这个“常数”为 

n L (133. 12) 

c — l ) a c 

我们在“常数"上加一个引号，是由于 K 实际上是某一与短程力性 
质有关的函数按小量的幂展开后所得的首项.正如§ 133中指 
出的，低能共振相当于常数值〃特别小的情形.因而，为了改进精 
确度，我们必须计及这个展式中的下一项(〜沪），该项中含 W —个 
数量级“正常”的系数,也就是必须把 （138, 12) 式中的一《改成 一 k 0 

+去 

正如§133所说 T 共振的存在来自该系统的一个真的或虚的 
束缚态.可以证明©,判断真能级或虚能级的判据仍然是常数《 
的符号 

根据 (13 & 10)，波函数的总相 移为邛 4 +冬.因而散射振幅为 
/(^) = ^- S (2?4- l )[ e 2 ^ J ^ + ^ > - l ] F i ( co 30), (138.13) 

i ™0 

方括号内的差可以写成 

(138,14) 

库仑相移对所有的 Z 散射振幅作出数量级相同的贡献.相移 
4筘短程力有关，低能时的匕很小.因此，把（ I 38 . I 4 )代入 
(138.13) 时，每个求和项中保留 （138. : U ) 式的第一项，求和后即得 
库仑散射振幅（1奶. 9) 

①对质子-质子敢射，常数 a = 和1*_的值为 = 

XlOAcm (庳仑制长度单位为 2 ft*/mjei = 57.6 X 10- 13 cm >. 这些值是对自旋反乎行 

的一对质子而吉的：根据泡利原理 ， 0旋平行的双质子系统不能处于 * 态. 

@ 见 X JIaHBay ni JL CmopojhhckbS^ 3K3T 中， 14, £69,1944^ 
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MW 二 


2a c k^in z ^~e 


expl -f^ln sin 去 0 + 2*4*”, 
ka r , c 


( 138 * 15 ) 

( 138 . : U ) 式中第二个括号只保留丨 = 0 的项.因而总散射振幅为 

fm 二/以（幼+击（^。一 1 ) (138*16) 


上式中的第二项可以称为核散射振 《. 怛应强调指出，这种 
划分具有任意性 :鉴于 （ 13S . 11 ) 中心 的定义，庳仑作用的存在对 
心这一项也有相当大的影响这与不带电粒子短程力的相应项很不 
一样.特别是 0 时，相移 A 以及 （ 138 . 16 > 式中的第二项按 
的规律指数式地趋于零.也就是说，核散射整个地被库仑 
斥力掩盖掉. 

散射截面中，这两部分振幅是相 干的： 


do 

do 


\fwr = 


/ Z / Z 2 e 2 Y 
\ 2 mv 2 / 



4 ka 


sin(5 


o 


sin 2 —0 


COS 


2 


ha . 


In sin—6+ 5 a 

4 



+ 4(^) a sinM 0 ]. (138,17) 

上式假定了相碰粒子是不同的，对同类粒子，散射振幅在取平方之 
前必顼先对称化(参考§ 137 ). 


§ 139 快电子和原子的弹性碰撞 

快电子和原子的弹性碰揸可以用坡恩近似处理.只要入射电 
子的速度远大于原子中的电子速度. 

由于电子和原子的质量差别很大，后者在碰揸中可以认为是 
不动的，质心为静止的坐标系就和原子为静止的坐标系重合.此 
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时 （126. 7) 式中的 p 和 〆 就代表碰撞前后的电子动量，《»为电子 
质量，；?角就是电子偏转角穴 026. 7) 式中的势能 C 7( r ) 需要适当 
地定义. 

§126中，我们计算了相对于碰撩前后自由粒子波函数而言的 
相互作用能的矩阵元在和原子碰撞时，还应计及描述原子 
内部状态的波函数.弹性碰撞中，原子态保持不变.因此仍可 
作为由电子波函数 0 P 和0，所确定的矩阵元，它对原子波函数而 
言是对角的.换句话说， （126. 7) 式中的 U ( r ) 应该取作对原子波 
函数平均以后的电子和原子间的相互作用勢能.它等于 erp ( r ), 
其中的 fO ) 是原子中的平均电荷分布在 r 点产生的势. 

我们用 P (0 代表原子中的电荷密度分布，对势 P 而言，我们 
有以下泊松方程 


- — 

所求的矩阵元基本上就是 C / 的（即炉的)傅里叶分量(对应子 
波矢— k 的博里叶分量).把拍松方程分別应用于每一个侦 
里叶分量，我们冇 

- — ? Vc , ei,,ir= — 4 jr /°* i eiq * r * 

故 

(p^lnp 9 iq i t 

亦即 

Ue-^^dV =^-\ pe ~ i ^ dV , <139. 1) 

J 5 * 

电荷密度 P ( r ) 由电子电荷和核电荷所 组成： 

p— —ew(r) +2e5(r )， 

式中是原子中的屯子电荷密度，乘以〜并积分得 

； 

Jpe - 一 —e^e~^^dV + Ze. 


* 3)7 - 



由此得我们所关心的积分式 

Ue-^ T dV ( 139 . 2 ) 

J 2 

式中的 p ( ? ) 由下式 定义： 

F ( q ) - ne-^ r dV (139. 3) 

并称为原 子形状因子. 它是散射角和入射电子速度的函数. 

最后，把 （139. 2) 代入 (126, 7) 式，得快电子被原子弹性散射的 

截面公式®: 

« = ^ 3in y 1? - (139.4) 

我们来考虑 g %« i 的极限情形，％具有原子半径的数量级. 
小的散射角对应于小的知，其中 W 〜方/爪内为原子中电子 
速度的数量级. 

我们把展成3的幂级数.零级项为]«^1它是原子中 

的电子总数 2. —级项和 frn ( r ) c ^ 成正比，也就是原子偶极矩的 

¥ 

平均值；它恒等于零(见§7 5 ).因此必须继续展开至二级项， 
得到 

Z-F(q)^^-q^nr 2 dV ； 

代人 (139. 4) 后得 

da — - m / a - 1 nr 2 dV do . (139 - 5) 

3V J 

由此可见，在小角度范围内，截面与散射角无关，并由原子中电子 

①我们略去了进行散财的快电子和原子中电子间的交换作用，也就是没有把该 
系统的眩函数对称化.这种孩法的合理性是明显的：在"交换积分 " 中，自由粒子的急 
剧振荡汰函数与原子中电子狹函数之间的千涉效应，对酞射振幅的贡献是很小的_ 
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距离原子核的均方距离所给定. 

在大 q(qa 0 »l,n\\ (?»〜/«) 的相反极限情形下， (139.3) 被积 
函数中的« £ q ， r 因子是一个急剧振荡函数，因而整个积分接近于 
霉.和2相比我们就可以略去故 



'2mv 2 




(139.6) 


也就是说,我们得到原子核处的卢瑟福散射. 
我们也能计算输运截面 


cr ‘ r 二 J (1 — costf)rfcr. (139. 7) 

根据 （139.5) 式，在 (?《 W / 〃的角度范围内， 我们有 dor = 常数 X 
sinm =常数式中的常数与 tf 无关.因此在这个范围内， 
上式积分中的被积函数和 t ? 3 成正比，故在积分的下限很快地收 
敛.在知的范围内，我们有 rfa 〜常数 Xrftf / l ? 3 ; 被积函数 
与1/0成正比，积分 （139. 7) 对数性发散.由此可见，这个角度范围 
在积分中起着主要作用，我们只需对这个范围积分.积分的下限必 
须取 h 如的数量级；我们把它写成 eVv 加形式， y 是一个无量 
纲常数.结杲得下列公式 

a ir ^4ft(-^Y log^-. <139. 8) 

常数 r 的精确计算需要考虑 r>v 心 的散射，无法表成一般形式. 

很少依赖于这个常数的选择，因为它只出现在对数之内，而且 
还乘上了 一个很大的量 fiv/e\ 

为了对重原子的形状因子进行数值计算，我们可以采用托马 
斯-费米分布的密度 nir). 我们知道,托马斯-费米樓型中的 »( r ) 
典有以下 形式： 



此式及以后各式中所有的量都用原子单位量度.很易看出,用这 
个函数 Wr ) 计算枳分式 (1 S 9.3) 时，？只包含在组合 2 Z _ 1/ a 中： 

F ( q )^ Zq )( bqZ ] ^). (139.9) 

作为参考，表给出了函数的值，它对所有的原子都 
成立①. 


表11托 马斯费 米棋型的廪子形扶 H 子 


X 


怎 1 

^ (x) 

1 

U ) 

1 

1,000 

1.03 - 

0.422 1 

2- 17 

0*234 

0,15 

0.922 

1-24 

0. 378 

2. 3S 

0.205 

h 

0,31 

0.79G 

1-39 

0,342 

4S 

o.m 

0*46 

0.W4 

1 - 55 

0.309 

2, 64 

0-175 

0-62 

0.589 

1. 70 

0- 2S4 

2-79 

0,167 

0,77 


1.86 

0.264 

2.94 

0-156 

0.93 

0-469 

2*02 

0.213 

1 

1 

1 



根据 <139. 9) 的原子形状因子，截面 （139. 4) 将呈以下 形式: 

da=^ l\-<p{bqZ~^)Vdo^Z^<p(^Z~^v sin-i^o, 


(139.10) 


其中的0(功是一个对所有原子都成立的新函数.总截面可经积 
分获得.由于小的〗角范围在这个积分中起主要作用，因此可以 
写成 


du ^ Z m <P ( Z ' 1/3 ^/2)2 ji^ t 


①必须注意，这个式子对小的9不能应用，因为此时 nf 的积分实际上不能用 
托4斯-费米植型 i 卜谇(见 2 01页的 迮①) 3 还须指出，托马斯-费米換也>不代忐原子 
的个别性质 以及它 们随原子序的系统性变化. 
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并把对 0 的积分延伸至无穷大: 


z 2/ 


因此 CT 的形式为 


c[>(Z 1 H ~7/ r - 


f xc [)( x ) dx y 

Jo 


0^ =常数>^”/沪. 


(139-11) 


同样，很易证明，（〗39.8)式中的 7 常数将与1^成正比. 


例 m 

计算快电子对茁态氢原子的弹性散射截面. 

解氢原子某态玫绝数为（采用原子单泣'故 
<1 扣 . 3 ) 中对负度的积分弓推导 （ 126 . 12 ) 式时相 M. -IUU\ 


-^- \ n(r) sin qr -rdr 
S ^ 


4 


9 


) 


代人 （ 1 S 9 . 4 〕中得 




其中 2vsin do — 2jraLrn?Jt? — (2^/^ z ) qdg 扑对？ 从 o 到积 

分，可算出总截面；由于假定 tMU 人而 且积分收敛，积分上限吋用无匁太代 
替，巧果为 

cr - 7^/3 w 3 * 

输 b 截面按下式 讣算： 

改换积分变量，令 + 除这项外积分上限均取无穷大，我们得 

〜= 钟⑽ 十吉） 

与（〗39_ 0) 式一致， 


§140 具有自旋轨道作用的散射 


迄今为止，我们只岍究了粒子间相互作用与其自旋无关的碰 
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椅.在这些条件下，自旋或者对散射过稃根本没有影响，或者由手 
交换效应而只有间按影响 （§ 137), 

现在来研究把§ 123中给出的散射理论推广到粒子间相互作 
m 明显依赖于自旋的情形，这正是核粒孑的碰掻中所发生的. 

我们将详细讨论最苘单的情形，共中一个相磋粒子的自旋为 

为确定起见，把它取作入射粒子)，另一个(靶粒子）的旋 
沟零. 

对系统的一个给定角动量 j (半整数>,轨道角动畺只能有 f = 

j 士+两 个值，它们对应干宇称不同的态.因此在这种情形下，轨 

道角动量绝对值的守恒柬自 i 和宇称的守恒， 

算符 /(§ 125) 现在不但作用在系统波函数的轨道变量上，而 
且也作用在它的自旋变跫上，它应该和守恆量 I 2 对易.这种算 
符的最一般形式为 

/=a + M * s , ( 140 . 1) 

其中的4和6是轨道算符，只和 I 1 -機 • 

S 矩阵，从而还有算符/的矩阵，对于守恒量？和 i (以及总 
角动 i 的分量 m ) 具有定值的状态波函数而言是对角的，而且对角 
元可以通过 (123.15) 式用波函数的周相<5表达出来.对于给定的 

I 和给定的总角动量 或卜 |， l _ s 的本征值分别为 


和 一+ 1) [见 （ US . S )]. 因此，确定算符4和6的对角矩阵元 
(记作％翱 &,) 时，我们有关系式 




(140* 2) 


_ 
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式中的周相奵和 ^分別 对应于和 ）= 〖一^■的态. 

“ 乙 

但是，我们感兴趣的丼不在子算符 f 相对干给 定丨和 j 的志 
而言的那叫对角元本身，而在于作为入射波方向和散射波方向的 
函数的散射振幅.这个振幅仍然是一个算符，俏这只是针 对白旋 
变量的，是对自旋分量7并不对角的一个算符.本节以后用记号 
/代表这个算符. 

为了导出这个算符，我们必须把算符 (140. 1) 作用在对应于入 

射平面波（沿2轴）的函数 （125. 17) 上 +因而 

« 

f =^(2 l ^- l )( a £ + b I hs ) P l ( co &0) 7 (140. 3) 

I -0 

式中还应算出算符 f 作用在 p t ( co 3 0) 函数上的结果.它的做法 
是，先写出下式[见 (29. 11)] 

s _ 

苒应用算符 L 的矩阵元公式 （27. 12)，或者更简单地应用算符表 
式 (26. 10,(26.15). 结果得 

1 - sP ( (cosfi) == i V* sP' (coa^), 

式中的 C 是缔合勒让德多项式， V 是一个垂直于散射平面的沿 
nxn f 方向的单位矢量 [n 是入射 Os 轴)方向， f 是由球极角0，穿 
所定义的散射方向]. 

由 （UD. 2 ) 式求出内和6,后代人 (U0. 3 )式中，最后可得 

7=4十2丑 v ■条 <140* 4) 


A =士全[(“1)0叫 一1)+叹叫 -l)]P,(c O 0), 
^ 1-0 

^ 


(140, 5) 
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这个算符的矩阵元所给出的散射振幅，它的初末态具有确定 
的自旋投影値 0T 和 V . 我们来考虑对所有玎能的值求和，并 
对初态中（入射束中）各种不同7的儿率求平均以后的截面.这样 
的截面由下忒 给出： 

da=Wf)Zdo; ( 140 . 6 ) 

乘积产/取对角矩阵元相当于对末态求和横线则代表对初态 
求平均.如果初态中所有的9旋方向都是等几率的，这个平均就 
可以化成取矩阵的阵迹除以自旋分量 a 的可能值的 个数： 

(fa=i-Sp(r/)do (140. 7) 

把 （U0. 4 ) 代人（1 4 0+6>后， （v*s) 2 的平均值可按 -|-v 2 s 2 = 
0 + 1) = +#出.沾果得 

da / do ^ \ A \ 2 -\^ |/ Jj 3 +2 ReUB^v-P, (140. 8) 

式中的 P=25 是入射束的初始极化度，它的定义是初态中的自旋 

平均值和其最大可能值之比.在自旋为+情形下，矢盘5完 

全描述了自旋态 （§59). ' 

可以指出的是，人射束的极化导致了散射的方位角不对 称性： 
因为截面式 （140. S ) 屮的最后一项 v * P 不佴和极角葙关而且和 


①设 l /^ l 1 为某-算符的 c -^ n 跃迁矩阵元的模 fi 平方，对末态》求和后，我们 
有 

I I fa* 卜 』 : /pn(/’ (/_f 卜 )•□■ 

n n n 

为避免误解，我们必须指出， （140.6) 中的 —JR 丧自旋妁算符）的厄米共轭，并 
不是II和 i 的转 S, 
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矢量 V 相对于 II 的方位角炉有关（如果极化不垂直于V，则 

v-P^O). 

散射粒子的极化度可从下式 算出： 

^ = 2TfW ) ( TfT ^ 

如果初态是非极化的 (p =0)， 经简咻计兑给出 

P, — 2ReQ4Jr) 

^ WTTbT - 

可见一般讲来，散射会导致垂直于散射平面的极化.可是，这种效 
应在玻恩近似中并不存 在：如 果所有的周相 <5都很小，系数 d 在相 
移的一级近似下是一个实量，而 B 是一个纯虚量，故 

Re(ZiT) = 0. 

(140.10) 的极化沿着 v 方向这一点是显 然的: P ' 是一个轴 
矢量，而 v 是现有的极矢 in 和 i 所能组成的唯一的轴矢量 .因 

此很明显，自旋为 | 的非极化粒子束，被自旋为任意的(不一定为 

零)原子核所组成的非极化靶散①射时，散射粒子的极化也将具有 
这个性质. 

表述散射的倒易定理时应该记得，时间反演不但使动量变号 
而且还使角动量变号，因此在具有自旋的情形下，散射的时间反演 
对称性必须表现为下述两个过程的振幅相等，这两个过程的差别 
不只是初末态的对调以及运动方向的反号，而且还有这两个态中 
粒子自旋分畺的反号.此外，这两个振幅的符号有可能不同，因为 
根据 (60. 3) 式，时间反演会在自旋波函数中引进一个（一 1)*1 因 


①这里指的是自旋方向完仝任意分布的靶，记得时，自旋矢 ft 的乎均值 

并不完全确定 ( i 旋态 f 当这个平均值等于羊肘不一定意味着自旋的完全无序。 
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(140. 9) 

(140. 10) 


子.结果使倒易定理表成以下形 式①： 
f(a u cr u n; cr; ， a ! 2 , n ; ) 

= (一 1) s (卜 ， — 0 - 2 , — n r ; — < r ” — cr 2t — n )， 

(HO. XI) 

式中的 /0,， cr 2f n ; cr ;， iO 是使碰撞粒子的自旋分量由 < r u ( T 2 
变到 cr ;， W 的散射振幅.指数中的求和是取遍散射前后的粒子 . 

玻恩近似中，散射具有进一步的对 称性， 初末态对调怛粒子动 
量和自旋分显不像时间反湞那样变号的两个过程，它们的几率相 
同（见 §126). 把这个性质和倒易定理联合起來，我们发现，散射 
对动量和自旋分量的全部反号(但不对调）具有对称性.从而很易 
得出结论，在玻恩近似中，任何非极化粒子束对非极化粑的散射不 
会有极化效应.因为在上述变换下，极化矢量 P 变号，应该和 P 

同向的单位矢最 kxf 却不变号.由此可知，上述自旋为+的粒 

子对零自旋粒子散射的有关性质，实际上是一个普遍性质. 

当碰撞粒子的0旋为任意时，角分布的一般公式极为复杂，我 
们不在这里推导，只是计算一下确定这种角分布所需的参量数. 

前面考虑过自旋力 +和 0的两个粒子的碰撞情形，它具有这 

样的性质，当 j 和宇称给定以后，此双粒子系统只能有一个态(不 
计总角动量空间 取向这 一不重要的方面)，每一个这样的态在散 
射振幅中导致一个实参量（周相对于 其它的 自旋，^般讲来 
会有几个不同的态具有相同的总角动量^/和相同的宇称，这些态 
由总自旋 S 和粒子间的相对运动轨道角动量 i 的数值相区别.假 


①牝式的推导类似于 025. 12). 人射波和出射波的振糂中必须舍有自旋因子， 

(125, 10) 式应改为条件云 = 其中算符灸不但进行反演而且还按 C 60+ 3 ) 式改 
变0旋态. 
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定这些态的数 fi 为 ^ 很易看出，每一組这样的态在散射振幅中提 
供十 1) 个实参量.这迠因为，对这组态而言， s 矩阵楚一个 

具有幺正对称性的矩阵（由于倒易定理） ， 它有个复矩阵元. 
这个矩阵中的独立参畺数是很舄算出的，只要注意到 ， 如果把算符 
S 写成 S = e X p(M) 的形式，当 A 为任一厄米算符时， S 的幺正性 
就自动得到满足[见 （12.13)]. 如杲 S 是对称的，则矩阵 A 也是， 

但是厄米的，故它必是实的 ， 而一个实对称矩阵具有+1 ) 
个独立分量. 

以! I 旋为 j 的两个粒子为例，数 J 给定后共有四 个态: 

两个态的，而总自旋3 = 0或1;另两个态的/士1， S=h 
显然，其中两个是偶态 G 偶数）两个是奇态（〖奇数）. 

两个自旋为 | 的粒子的散射振幅，作为和这两个粒子的自旋 

变量有关的一个算符，根据必要的不变性条伴(时问反演下必须是 
一个不变的标景），很易写出它的一般表式.为了构造出这个表式, 
我们一共有两个粒子的自旋轴矢量 Si 和心以及两个普通（极）矢 
量 n 和^可洪我们支配.每个1和算符在振幅中一定呈线 

性，因为自旋为 j 的算符的任意函数总能化成线性函数.满足这 
些条件的算符的最普遍的形式可以^成 

+ ⑽ r\)( 忌 2 -X)+C?(§ 1 ^) 

H-Z?(^<v)(^ • v) + 五 (1 + t) .v + F ( 心一 ) _v. 

(140.12) 

系数 A , B t …都是呰榇量 ， 它们仅和标量有关，亦即和散射 
角叭以及和能董> 有关 ；、 h v 分别为沿 n 十 n 、 n _ n ' 和 hxd 
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方向的三个相互垂直的单位矢量.时问反浪操作相当于作以下 
变换： 

s ^— S ,, s 2 -> — s 2> n -^ — n r , n r -> — D . 

从而有 

^― > — A , 一 v 

算符 （140. 12) 的不变性很明显. 

核子(质子和中子）的相互散射中， （140. 12) 的最后一项并不 

出现. 这是因为_子间的核力不改变系统的总自旋值式可是算 
符1一纟 3 并$和会对易(根据 01 J .4) 式， （140*12) 中其余项可用 
总自旋算符§表出，因此和算符&对易）.同类核子(外>或的散 
射中， 系数 A t B t …作为散射角的函数还满足某些对称关系，这是 
两个粒子全同的结果（见题2 ). 

例 题 

1. 自旋为 +的粒 子被自旋为零的粒子所散射，如果散射前极化不等干 
零，求散射后的极化， 

解计算 （ 140.9) 式时最好取其分量式，今 z 轴沿 V 方向.结果为 

p , ( Ul 2 」| B | 2 > P +2 iB | 2 v ( v . P ) + 2 lni (4 B*)vXP + 2 vReC 4 B *> 

3 lAl 2 +lffj 2 -h2Re(AB*)v^P ^~ . 

2* K 求两个相冏核子的散射振幅屮系数(作为0角的函数)所应满足的 
对称条件 （扎 Oehme s 1955). 

解我们把 <14 (L 12) 巾的各项重新分组，使得每组仅当双核子系统的态 
为承态 05=0) 或三重态 0 S =； O 时才不 为零： 

: +)+&( K+D+c -H-C Srv) (s a *v> + 

十浼 ■ n 〕（ W ) + 汍 + nO ( S 2 ■ n )] + e A +. v * CD 

应用 （117,4) 式，很易看出箅一功仪当 S = Q 时才不等于零，其余项议当 S^l 
时才不等于零.由于粒子的全同性，散射振幅对粒子坐标的交涣当沒=0时必 
须是对称的，5 = 1时必须是反对称的，这神变换等价于0 r 一 h 或者是把 
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矢量 n 和 f 中的…个变号（参考 §137). 根据这些条件，我们得到以下关 
系： 

=a(0) f b( 7 t—S 卜 … b{&) ， c< 7 t-&) = — c{0)^ 1 ( 2 ) 

d(jt — 0) =d(6) : « (jt — 沒 ）⑼* ) 

由子同位旋守恒， ⑽ 和 JP 散射以及同位旋态 r = l 的卟 散射具耵相 
同的散射 振幅. 但对 《 J > 系统还可有 T =0 的态，因此 n：p 飫射振幅要用不同 
于（1〕式的系数仏\…来描写，这些系数并不具备（ 2 )式的对称性质， 

§141雷其极点 


在§128中，我们把散射振幅看作粒子能量 E 的复变函数研 
究了它的解柝性质，轨道角动量；作为一个参量具有实的整数值. 
如果现在针对实的能量值 瓦把； 看作一个连续的复 变量， 那么从 
方法论意义上来看，散射振幅将会进一步呈现一些十分重要的性 
质①. 

和§ 128 —样，我们取具有以下渐近式的径向波函数： 

+ g (，， g ) exp ( V — 方 2 w ^ r ). (141.1) 

这些函数是薛定谔方程 (32 + 8) 之解（式中的 Z 现在看作复变量)， 

同时,我们按以下条件从两个独立解中选择一个： 

当 r — 0时，氏 w 常数 xr *. (141.2) 

可以立刻看山，这个条件对 参量丨 的允许値给予了一定的限 
制.实际上，『很小时，（扣. 8) 式之解的一般形式为（见§32末） 

为了使第二个解明显区别于第一个解并把它去掉, r _1_ l 项当 r ^° 


①这些性质首先由雷其 ( T . Regge f 1郎 8 ) 进行丫 研究 • 
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时必须超过 W 项.对于复的【，这一点导致 Rd>Re〔一？ 一 1), 


或 

Re (“+)>0* (141.3) 

以后我们只考虑垂直线？ = 一|右边的那 一半丨 复平面. 

波函数尺忍)为系数对 Z 解圻的一个微分方程之解，它是 
I 的一个解析函数，在半平面 （141* 3) 内没有奇点.这一点特别适 
用于渐近式 （141. 1)，因而函数和否)对^没有奇点. 
可是,在这里已经假定了 r — co 时 （ UI . 1) 中的两项都给保留是合 
理的.这一点当瓦>0时总是对的，当万<0时，如果场 C /(0 满足 
条件 （128. S ) 或<12&. 13)，这一点进是对的 . 这些论断中重要的是 
波函数渐近行为（对 r ) 的方式依赖于 E 而不依赖于因此它的趋 
于这个渐近式并不受 i 为复数这一事实的影响. 

比较 （141. 1) 和渐近式 (128. 15), 我们发现汉矩阵元呈以下形 
式： 

(141. 4) 

此式对复的丨也成立(尽管“相移” 3此时不再是实的）. 

对于实的〗和刃:>0,函数 A 和 S 有 （12 & 4) 式的 关系： A{K 
芯） 二 五).因而对复的 Z 有 

丑）二丑），万>0_ (141. 5) 

从而及(！，£0满足复幺正 条件： 

(141. 6) 

_由于 AG 五）和趴 G E ) 作为 f 的函数没有奇点，因此函数 
以及分波振幅/(匕£0只在函数的零点处具有奇点 
(极点).散射振幅在 i 复平面中的这些极点称 为雷其极点. 它们的 
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位置当然依赖于实参量 E 的值.确定极点位置的函数 


称为雷其轨迹.当 I 变动时，极点在 i 面内沿一定的曲线运动.下 
标纟是极点的编号，以后将略去. 

现在研究雷其轨迹的性质，我们先来证明 ECO 时所有的 a (£0 


都是实函数，为此，我们考虑以下 方程: 







Ot («+ l ) 




( UL 7) 


这是〗的波函数所应满足的方程.此式乘并对 r 积分（第 
—顼作分部积分），得到 



X f ^dr ^--^ r ( E - U)\X | Mr - a(a + l ) 

办 J 0 
J 0 广 


式中应用了 B = 0 时<确定雷其极点的条件）波函数在 r — co 过程 
中指数袞减的事实，所以各个积分都是收敛的.上式前两项是实 
的，所以最后一项的积分也是实的.从而必须有 

Ima(a + 1 ) 二 Im(cH 

但是我们考虑的只是半乎面 （141. 3) 内的极点，肯定地有 


2 


= 2汉6( G 十 


■)lma = 0, 


Re(a + 舍)〉0, 


这就给出了所求的 结果： 

lma { E )^0 (丑<0时）， （141.8) 

艽次，我们对 （ H 1. 7) 式进行和推导 （12&. 10) 式一样的 手续: 

对五微分后乘以/，减去乘万的（1 4 1,7)式，得到以下恒等 

式： 

v /^X \ 2m y 2 j Pf 2 (?Gi(o£-h 1) _ y\ 

X 9 E ^~ X \ 9 E / — l X 十 ~ 』， 
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上式对 r 从 0 到 CO 积分 f 再利用 r^oo 时0的事实，可证上式 
第一项的积分等于零，于是有 

(141.9) 

dE J 0 r 2 h 2 j 0 ' 

我们已知 《 是实的，波函数也是实的，因而 （14L 9) 中的两个积分 
都是正的.故 

去 • + !)+ 雖>0 

又由于 cc ++>0,故得 


^>0 (芯<0时). 


可见 E < 0 时函数《(抑随五单调地增长. 

函数《(幻取“物理”情时（即取^=0, 1,2,…整数值吋〕，所得 
的负 E 值对应于该系统的分立能级.我们注意到，这一点给出了裉 
据它们所在的雷其轨迹对束缚态进行分类的一个新原则. 

作为一个例子，我们考虑在库仑引力扬中运动的雷其轨迹.此 
时散射矩阵元为®. 


(7 厂 （ J+1 — i jk) 

° l ^r(TTTTiM f 


(14 L 10} 


a 用库仑单位.此式的极点是厂 G + i —以幻 的宗量为负整数或 
零的那些点.五<0时 A = iN / 二故 

⑽一 E < 0 , (141.11) 

其中〜 = 0,1， 2 ,…是雷其轨迹的编号数.令05( 五 ）等于/ =0， l t 
2,…中的一个整数，我们得到熟知的库仑场中分立能级的玻尔 
公式： 


①畚考 (13 S .11) 式，该式中的必须变号以便把斥力改为引力. 
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一 l(«, + l+ l) " 2 . 

〜在这里与确定径向波函数节点数的径置子数相一致，每条雷其 
轨迹(即对飪个给定的 心值） 对应于无穷多个轨遵角动量值不同 
的能级. 

现在来考虑^>0时 €£(£) 函数的性质. <141. 1) 式中复变量 
E 的函数的和是定义在以右实轴为割线的一个平面 
上的（见 §128). 与此相应，使5(叾，幻=0的函数！=«(幻具有 
同样的割线.往割线的上下沿， cc(i?) 具有复共轭值，在上沿有 Ima 
>0,对此我们不准备停留在只作形式上的证明 ，而 要对其原因作 
出更另物理的解释. 

当^为复数时，离心能以及有效势能 + 叩 + l)/2mf 
也成为复数.重复§19中的推异， （19. 6) 式现在改为 

^-| ^i a + divj = 2| ^ 

<? f 

当 l - a$i lmo £>0 时，我们还存于是上式右边是正的， 
这表示场体积内辐射一个新粒子.因此波函数的渐近式（当 B =0 
时，只含 (141. 1) 中的第一项)必须表为出射波，这发生在割线的上 
沿（参考从 （128.1) 到（128- 3〕式的推导). 

由于忍>0时 a (五)是复函数，它不能取“物理值？=0，1， 
2,….可是，它有可能在丨复平面上接近于这些值.我们来证明， 
这就会在分波振幅中出现共振（对应于所考虑的 i 的整数值). 

设 L 为接近于函数 的整数值，并令私为 Rea(£ n ) = 

b 时的能量值（实的和正的）.于是莅此值附近，我们有 

a ( E ) -卩 （E — Eq ), (141. 12) 

扣中77 = Ima (取,> 是一个实常数.我们将考虑割线上沿的 《(£?) 

值.按照前 M 的讨抡，这种情形下 ^>0( 并且有 7)«l t 根据 a 接近 
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于 L 的假定）.很易着出，常数点（即五=芯。处的导数必 ME ) 可 
以看作是实的和正的 . 实际上 f 山于 《( 丑)差不多是实的，所以波 
函数； TO ; 0=，£)也羞不多是 实的. 略去77的高级小畳后，我们可 
以略去/的虚部，从而沒是正的，因为 （141, 9) 中的积分是正的①. 

由于； = a (瓦) 是 万) 的一个零点，后者在《，仏点附近正 
比于 0£ — 应用 （ Id . I 2 ),我们就有 

五芯） 〜常数 x [>(忍一五 0 ) +化], (141. 13) 

此式的形状与(13 4 . 6) 式相同，该式中的私是能量， r = 2 ”/ a > 0 
是准分立能级的宽度.由此可见，雷其轨迹(芯>0)对 f 整数值的 
接近对应干该系统的准定态.因此对这些态讲来存在着与严格定 
态一样的分类 原则： 每条雷其轨迹可以对应于一族分立的和准分 
立的能级. 

把 f 处理成为复变量使我们冇可能导出总骹射振幅(对芯 >0) 
的一个有用积分形式，它可由级数 (123.11) 得出 

⑶+ 1)[ 叩，忍 ）一 l]P 心 ）， fi = cosO. 

^ * -0 

<141.14) 

为此,首先不但须对^>0的整数而且也应对所有的复值 Z 定 
义出函数这一点可把 p ,( W 看作方程幻之解来 实现： 


①为了阐明这些积分的结构，我们注惫的渐近区 （ a 是场的作用范围）内 
波函数的 （14 hl ) 式是成立的，当 rj 很小时，此区对积分式只有很小的供献.亊实上， 
如果'(疋)是 BU , 龙)的一个零点，则按 （141.5 H = g * 是的一个零点 .IS 
此4(£3,幻从而 Z ( ria ，£?) 在『》*1区内都是一些小：![〜见（134_ U ), 估计这些 
积分时，还有一个重要之点是,在割线的上沿(对五的关 系）， 波函数禽有一个因子 

e i ^ ： X(na t E)^Aia 1 E^e^\ 

在这个上沿 t 忍可看 作五+;^-> + 0\則也有一个小的正虚部 r 它保证了 （141. 9) 
式中积分的收 效忡. 从物违上讲，对积分的供献所以小^是由干能鱼 私对应 
于一个 准定态（见后)；粒子到达此能是该态的一个罕有衰变的结果 . 积分的主要 
贡献来3 r 〜 a 区，在此区内波函数差不多是实的_ 

• 354 • 



(i 一〆 ）p:0) — 2" 尸 + 尸〆 (141.15) 

其边界条件为这样定义的 P,(W， 作为 【的函 数对有 
限的丨值没有奇点①. 

很易证明级数 （141.14) 等于下列积分 

/(^)=- i；f — l ] P ,(-/ i ) 队 ( U 1.16) 

4A?J ^ sin 7tl 

式中积分回线 c 沿负向（顺时针方向）绕实轴上所有 f = 0,1, 2,… 
诸点井在无穷远处 封闭： 


- 1/2V 0 1 2 嗔 3 4_ —c 

函数占(;, ㈤ 的所有极点；二 I % ，…⑼ > o 时不在实轴上）必须 
留在回线<?的外面.积分 （ U 1.16) 可化成 一2 d 乘以被积函数在 
hOH ••诸点的留数之和， /二 0,1，2,…是函数 Vsind 的极 
点，其留数为 （一 l ) Vt 由于对整数【有 = 

我们就从 (141. 16) 得到 （ U 1,14) 式瓮 


① Je<l4l. 15) 和 （e.2) 比较，我们可把乃（//)表成超几何函数 

叫卜小 M+i, it_ i-m 

© 本节所讨论的概念（非相对论 埋论} 在 Siu 所引的 de Alfaro and Regge 
的书屮给出了详细论述. 
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第十八章非弹性碰撞 


§142存在非弹性过程时的弹性散射 

当碰揞伴有相碰粒子的内态改变时，这种踫揸称为非弹性的. 
在这里我们对 K 内态的改变 P 作最广泛的理解，特别是,粒子的本性 
也可以改变，例如，这神改变可以包括原子的激发或电离,原子核 
的激发或蜕变，以及其它等等.当碰撞(例如核反应)可以产生不 
同的物理过程时，我们把它称为不间的反 应道. 

非弹性道的存在，也对弹性散射的性质产生一定的影晌. 

一般 情形下 ，当有各种反应道存在时，相碰粒子系统波函数的 
渐近式是一个求和式，每个可能道对应于共中的一项.特别是，其 
中有一顼描述处于原有的未改变找态中的粒子 (称 为输人 道). 这 
个波函数是粒子的内态波函数和相对运动波函数（在质心为静止 
的坐标系中）的乘积.后一函数正是我们现在感兴趣的，我们把它 
记作0井来寻找它的渐近式. 

输入道的波函数0是由一个人射平面波和一个对应于弹性散 
射的出射球面波组成的.它也可以像§ 123那样表成一个入射波 
和一个出射波之和.区別在于径向函数及00的渐近式不能取成 
驻波形式.驻波是振幅相等的入射波和出射波之和.在纯粹的弹 
性散射中，这一点与问题的物理含义和符合，但当存在非弹性道 
时，出射波的振幅必须小于人射波的振幅.因此 P 的渐近式将由 
(123. 9) 式 给出： 

访 ( 2 , + 1 ) P <( C0 “）[( — 1 广 1 e —+ 

I -0 
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(142.1) 

只是 \ 不再由 （123.10) 式给出，而是一些模量小于1的量（一般 
为复数），弹性散射振幅可通过 （123.11) 式用这些量表出： 


/(0) 二 ( 以 + 1)( 况 一 1)P, ( ⑺ W) (142.2) 

I =& 

对于弹性散射的总截面 ov (123.12) 式换成 

^ P = pS<2/ + l) fl-^| 2 . (142,3) 


非弹性散射的总截面，或者对所有道而言的反应截面心，也 
能通过&表出，为此我们只需注窓到，对每个；值，出射波的强 
度被消弱为人射波的倍.这种削弱必须全部归于非弹性散 


射，因此冇 


总截面沟 


Oft 


⑶十 1 )( 1 — ⑻”， 

j-d 


i-o 


(142.4) 


(142. 5) 


角 动量为 Z 的弹性散射分波振幅由 IS ) 式确定，它为 

尤=士(氏一1). (142.6) 

(142. 3) 和 （142.4) 求和式中的毎一项就是角动量为 f 的弹性散射 
和非弹性散射的分截面： 

音⑶ + 1) (1 — I 况 P ) ， > (142. 7) 

= 卜 1)(1- ㈣ 山 j 
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A = 1 对应于完全不存在这种(具有给定〗值的)散射，^ = 0 
对应于角动量为？的粒子完全被“吸收”掉 [(142. 1) 式中没有这个 
I 值的出射分波]，这时弹性和非弹性散射的截面囡而 相等： 

<> =时> =^■⑶ +1). (142,8) 

我们还可以看出，尽管弹性散射在没有非弹性散射时也能出现（当 
丨况1=1时)，相反情形则是不可 能的： 非弹性散射的存在必然导 
致弹性散射的同时存在.对一给定的4〃值，弹性散射截面一定 
介于以下范 围内： 

Vcr 。一 0^， (142. 9) 

其中 cf 0 =(2 t ^- l ) jiik \ 

取 (142. 2) 中6 = 0的/(0)值并与 （142. 5) 式比较，我们发现 

Im /(0) ^ kajAK , (142.10) 

这是光学定理 (125.9) 式的推广.这里的/(0)仍是零角度弹性散 
射振幅，但是总 截面心 中包括了非弹性分盘. 

分波振幅的虚部和分截面 erf 的关系为 

Im ^=4V2rri^ ⑴ 2 . 11 ) 

此式直接来自 （142, 6) 和 （142. 7). 

波函数渐近式中系数成的模量不等于1,并不影响§ 1 2 8中对 
弹性散射振幅(作为复变量丑的函数）的奇点所作的结论.这些结 
论当有非弹性过程存在时仍然成立，可是，振幅的解析性质有所 
改变，它在负实轴⑵<0)上不苒是实暈,而且它在五>0的割线上 
下沿不再取相互复共轭的数妈(因此它在上下半乎面对称于实轴 
的两点处，也不再取相互复共轭的数悄). 

当从割线上沿绕过忍= 0点到达下沿时，根号改变符号， 
也就 是说， 绕行的结果& 变号⑺ >0时 A 是实的）.此时 （142.1) 
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式中的入射波和出射波相互对换，因而 系数& 被它的倒数 lfs , 
(它不等于 st ) 所代替.割线上下沿的振幅可以记作火⑻和 
/〆 一 fc ) (物理振幅当然只能是乃 O )). 稂据 （142. 6) 我们有 


尸⑻ 


Si 一 1 


/:(-々）= - 


1 f Si 一 1 

2 ik ’ 


由以上两式中消去成，得以下关系： 

f t {k) 二 2ikf 乂 Jc)f t (-k) (142. 12) 

不存在非弹性过程时就有 /( 一幻 =/"(*), 而且 （142. 12) 和 （142. 
11) 式相 M . 

把 (142.12) 改写成 

1 — ■ ; _ _ — 2 i]t 

fm M - k ) - _ ' 

哉们就可看出， l / A ( A )+ ifc 必须是 A 的偶函数.如果用仍少)代 
表这个函数， 则有： 






(142. 13) 


但这个偶函数和 （125. 15) 式的不同，它现在不是实函数① . 

当粒子束通过大量散射中心所组成的散射介质时 f 由年各种 
弹性的和非弹性的碰撞过程而使粒子离散，入射束的强度就逐渐 


减弱下来.这种减弱完全由零角度的弹性散射振幅所确定，在一 
定的条件下（见后)，可以用下列纯形式的方法描述 ®. 

设/(0, ❿是 对介质中毎个单独粒子而言的零角度散射振幅. 
我们假定/比粒子间的平均距离〜 OVJ \ O m 来得小+于是在每 
个介质粒子上的散射就能分开考虑，我们引进具有固定中心的某 


① 以上的讨论（以及由此而得的有关 r 为偁函数的结论>中，本先假定了 
时相互作用衰减得足够快，使得左半忍平面内不存在割线，从而使绕 £7 = 0 点一 周成为 

② 以 r 所讲的方法适用子快中子（能 ft 为几百个 MeV 的数* 级） 被原子核散 
射，这种中子的波长很短1以致原子核可以罨作一个非均勾的宏观介质. 
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个"有效场作为辅助量，它是这样定义 的， 使得由它算出的零 
角度玻恩散射振幅正好等于实际的振幅 f (0, F ), 当然，这决不意 
味着真正能用玻思近似根据粒子间的实际作用算出/(0,五).于是， 
按定义有 C 参考 （126, 4)；]: 

\ u ett dV - E ), < 142 . 14) 

J m 

式中的馆是被散射粒子的质畺.这样定义的场和振幅 f 一样 T 都是 
复量.估计等式 （142.14) 两边的数量级，可得和它的作用距 
离 a 之间的 关系： 

机 tt 〜芟 j \ (142. 15) 

定义 （142. : U ) 当然不是唯一的.我们再在它上而加进一个补 
充条件，使得场 U eff 满足以下的微扰论适用 条件： 

(142.16) 

ma 

(同时苻 m « ah 很易看出，在这样的情形下，粒子東的衰咸可以 
用平波面在某一均匀介质中的传播来推写，这个介质中的粒子具 
有以下的恒定 势能： 

U,n =-~^ 2 /(0 jJ E), (142.17) 

这是把介质中所有友个粒子的有效场对介质体积 F 求平均后得到 
的.这个问题是很明显的，如果我们先去考虑介质的毎个区段，这 
个区段中的散射中心尽管已经很多但是它的散射效应仍然很小， 
划分这种区段的可能性由条件 ( U 2.16) 得到 保证. 粒子束通过这 
个区段时，它的衰减由零角度的散射振幅所确定，这个振幅在玻恩 
近似下是由散射场对该区段的整个体积积分后确定的.这就意味 
着，我们感兴趣的散射特性完全由场对介质体积的乎均式 (1 U . 
17) 确定. 
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因此通过介质的粒子束可以用平面婢〜描写，它的波数 


为 


引进入射粒子的波数可以把 A ; 写成-«>的形式，共 
中 


卜%誤似幻， （142 . 18 ) 

«起着介质对于所通过粒子束而言的“折射系数"的作用.一般讲 
来， n 是一个复量（振幅/是复的），它的虚部给出了粒子束强度的 
衰减.如粜五》16^，则（142.18)式给出 


Imn= 


N nh 1 

V^E 


Im /(0 3 E ) 


一 N 
V 2 Jfc J 


式中 A 是散射总截面，这里我们巳经应用了光学定理 (142. 10) .这 
个表式对应于以下明显 结杲: 波的强度是按规律 

j j 


衰减的. 

除了吸收外，折射系数 (142. 18) 还能确定(根据它的实部）出 
入这个介质的粒子束的折射定律①. 


例 题 

中子束被重核散射 T 核半径 a 远大于巾子的波长 ( Ao » l ). 假定轨道角 


① （142.17) 式应用中的一个有趣例子是气体中一个碱金属庳子的较高能级的 
位移.在高敝发态中，价电子和原子中心的平均间距 F 耍比原子实以及中性气体原子 
的尺度 a 都来得大，这些中性气体原子在半径〜^的球内对价电子讲来起着散射中心 
的作用 T 并旦把价电子的铒级移动了 （142. 17〕式所示的数 i 级.由于受檄价电 子的德 
布罗意波長也比 fl 大，振幡/(0,五）< -a, 其中 a 是肽射长度[参考 （132* 9 〕式].因此 
这个效应使能级移动一个恒定的数量叫其中 m 是电子质 Jt v 是气体粒子 ft 
密度 （E- Fermi, 1934}* 
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动量为 fcfcfl 三 L 的 （即碰揸参 = 的) 所有 入射中子都被 
原子核吸收掉,而的入射中子和原子梭 拫氺不 发生作用.试京小角度 
的弹性散射截面， 

解上述条件下的中子运动基本上足准经典的，小角度弹性敢射完全类 
似于光线在黑球上的夫琅和费衍射.因此所求的截面可以用这个衍射问题的 
已知解直接写出® 


d < r m =^ Jl ( k ^ e } do . 

7 t 0 2 

从 ( m . 3 ) 式也能导出同侔坫果.根据本题的条件，农们有/<?,时戽=0 
以及故弹性敞 M 振幅为 

H0)^~ ⑻ +1 ) A (cc^). 

Alfc f -0 

在大的项是这个求和式的土要部分 + 因此可把 W + 1 改成 2 f f 应用3小时 
巧 （ eos 幻的渐近式 （49.6), 并把求和改成积 分： 

这正是应有的结果' 

弹性散射总截面为 

tr # = jro 2 f jt^^ = jra 4 f 

， D iTCu" 

这个积分所以能延伸到〜是因为收钕很快，这是在所述条件下应有的结果 
(参考 （ HIS ) 式），并且和吸收截面相同，菏单地等于球的儿何截面.总截面 

(7| = 2 jto z , 


① 见<场论 (在黑 球上的衍财问題等价于不进明暮上 挖一岡 孔的衍 
射问鼸）.截面由衍射波强度除以入射流密度沿得到. 

② 对于快速带电粒子在‘黑”核上的衍射散射问题可作同样的 讨论. 此时 极限直 

6应该由这样的枭伴来确定，使得粒子在库仑场中的经典运动轨道与原子核问的最短 
距离正好等于核兮径 .i<“ 时仍应令 A = 时及，其是 （135.11) 给 

出的库仑周相■见 A. ILAme^cpJl.H. Itr>II^KOTOpwe Bonpocm T&opmi 
HAP£4,lV>CTesE;iAaT, 195+ % 22； Journal or Physics S, 471.1945. 
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§143 镘 粒子的非弹性散射 


§132中所作的低能弹性散射极限定律的推导，很易推广到存 
在非弹性过程时的情形. 

和以前一样，的散射在低能时最为重要.根据§132的 
结果，相应的 N 矩阵元为 

8^e %u ^\^2i6^1~2ilca. 

§1驼中描述的波函数性质只有一点要改变,它在无穷远处的条件 
[ 渐近式 （iU. 1)] 现在是复条件，而不再是纯弹性散射情形下的实 
驻波.常数《=—6/^因此也是复数.模量 I 乳 f 不苒等于1.条 
件 IAI <1 意味着的虛部必是负的 ( a"<0). 

把札代人 (142. 7)，即得弹性和非弹性散射截面： 

<T t = An\a\\ (143.1) 

a r =An\^ ,f \lk. (143.2) 

可见弹性散射截面仍和速度无关，但是非弹性截面和粒子速度成 
反比一1/幻定律 （H. A. Bethe, 19 35 ).因此，当速度降低时，与 

弹性散射相比，非弹性过程变得越来越重要® 

极限定理 (143.1) 和 （143. 2) 当然只是截面按 fc 的幂展开后的 
首项.存趣的是，这两个截面展开式的下一项中不再含有 （143. 1> 
和 (143. 2) 以外的新常数(少 .JT. UlanHpo, 1958). 这个结果是由于 

〆 

在 (142.13) 中，的分波振幅 

中的办(* 2 >函数是一个偶函数，当&小时这个函数 可桉& 的偶次 


①同样地可以求出角动最的分波反应截面和速度的关系，结果为 a 
弹性散射截面仍和以前一样，与 Jt " 成正比，也就是 Jt ->0 时比 Z 值相同的 
兹减得更快， 
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幂展开,因此 g ^~ lia 的下一项是〜如果略去这一项， 

展开式中的前两顼仍可写成 

相应地，截面展开式也应保留到下一项，由此很易得到以下表式： 

a t ^ An \ a \ 2 { l -2 k \ a n \), (143.3) 

a T ^ An \ oL n \(\^2 h \ a f, |)^ (143. 4) 

，这些结杲假定了相互作用在远距离处袞减得足够快.我们在 
§ 132中看到，如果场 U ( t ) 的衰减快于 r _ 3 T 当^0时弹性散射振 
幅就趋于常数极限.这也是非弹性道存在时类似的结果 （143-1) 
得以成立的一个必要 条件® 

反应截面的1/〃律满足较弱的 条件： 场的衰减只需快于 
这可从以下对1 如 律的直观推导中清楚地看出. 

碰撞中产生反应的几率，是和反应带”内（「〜0的范围内）的 
入射粒子波函数的模量平方成正比的.这一点在物理上表述了这 
样的一个事实，例如慢中子和核的碰撞，仅当中子“透进”核内时反 
应才能发生.如果相互作用的衰减快于 r _ 2 , 则从远的 r 一直到 
r 〜 d ， 波函数不会有数量级的改变，换句话说，当时，比值 
100)/00)1 2 趋于一个有限极值(这可从薛定谔方程中的 t /分 项 
远小于这一事实看出）.反应截面是除以流密度.如取 
垆为平面波按单位流密度归一化，我们有这就 是所求 
的结果. 

在带电核粒子的碰撞中，除短程核力外还有衰减缓慢的库仑 
场.这个库仑场可以显著改变反应带内入射波的量值.反应截面 
等于乘以 r — 0时的库仑波函数和自由波函数的模置平方的 
比值.这个比值由 （136. 10)， <136. 11) 式给出.其结果为（库仑单 

I 

① （143.3)式计及了£的幂次展开的下一项，要求 P 的 哀减比 r * 快， 
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位> 


(143* [5) 


_ 2 jtA , 

% 士 _™lT ， 

指数中的正号对应干斥力，负号对应于引力. 

1 / V 汴中的系数 Z 是一个常数.如果速度远大干一个库仓萆 
位(&»1),库仑作用不起作用，我们又回到定律 cr T ^ A / k . 

如果速度远小于一个库仑 单位⑼ 《1，在普通单位制中也就是 
Zf / V 心》1，共中 Z ie 和是相碰粒子的 电荷) ，在决定反应带内 

的波函数量值时库仑作用成为主要的.对于相吸粒子的碰搶就有 

a T — 2 jiA / k 2 9 (143* 6) 

对于相斥粒子的碰揸有 

a T =(2jr^A 2 )e^ w \ (143* 7) 

后一情形中，当& —0 时，截面趋于零. （143.6) 和 U 43.7) 所 

差的指数因子就是越过库仓势垒的几率，在普通单位制中它就是 

v Z 2 e 2 / hv) ^ 

注恋,极限定律 (143. 6) 不但适用于总截面而且也适用于每个 

角动量为【的分波截面①.这一点可从下列事实看出，在函数分1 +> 
的展开式 （136.1) 中[前面用到的 （136. 10) 和 （130. 11) 式中出现 

W +) ], 镪个求和项中的函数有着相同的对&的极限 关系: 0 
时径向函数都由 （36. 25) 式给出（引力情形)，而当接近力心时我们 
有札,〜单个角动量对反应带内波函数平方的贾献为〜 
亦即所有的；以同样的方式依赖于 A 尽管它们被小的因子 
O / 〜尸所削弱，其中《，二是库仑制的长度单位. 

§144存在反应时的散射矩阵 

谷142和§ 143中所考虑的截面 cr T 是所有可能的非弹性散射 


①对 （143.7) 式同样成立. 
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道的总截面.现在我们来描述非弹性散射呰遍理论的推导，其中 
每道都可分幵者虑. 

我们将假定，两个粒子的碰撞结果仍形成两个粒子(可能相同 
也可能不同).我们把所有可能的反应道(对一个给定的能量而言) 
加以编号,并用适当的下标附记在这些道的有关畺上. 

设 i 道为输入道.此道中相碰粒子的相对运动波函数(在质心 
系中）早已给出，它是入射平面波与弹性散射的出射波之和： 

(144.1) 

振幅的平方给出 i 道中的弹性散射 截面： 

da i{ = \fu\Ho. (144.2) 

其它道（下榇用 /) 中，粒子的相对运动波函数代表出射波.前 
面已经解释过，这些波最好表成下列形式 ® 

申 (144 . 3) 

式中的心是/道反应产物的相对运动波矢量，9是它勃2轴的夹 
角， 和 W / 分别是两个初态粒子的和两个末态粒子的折合质董. 
立体角 do 内的散射通量等于 \ fs \ 2 乘以 VjrHo , 相应的反应截面 
等于这个通量除以入射通量密度（它等于 A ). 故 

— I /；) 1 (144. 4) 

lh 

式中的动董凡= m f v Sm 

§ 125中我们定义 过散射算符毛 它把入射波变换成出射波. 
当有几道存在时，这个算符具有不同逍之问的跃迁矩阵元.对各 
道为"对角”的矩阵元相当于弹性散射，而非对角元相当于各种非 


①在这里系统的初志仍用下标 i 未志仍用/ (参考 S 41附注 1). 散射振幅中 P 末 
态的下梓写在初态的左面*与矩阵元的下标放罝力式相一致.为统一起见「截商中的下 
标也采用这种 贩序， 
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弹性过程.所布这些矩阵元对别的变显而言仍为算符.它们的求 
法如下. 

和§ 125屮所用的方法一样，我们定义与振幅有关的 

算符九 、氕 如下: 

(144.5) 


按照这个定义很易看出1所得的 S 矩阵一定满足幺正条件，因为 
和§ 125中一样，我们可以把输人道的波函数写成一组入射波和 
出 射波： 











e~ i!t i r .a 

iO r 7 r —(144.6) 
为方便计，上式与 （125. 3) 式扣比多引进了一个因子 lA / i . 采用 


以上定义的振幅后，/道的波纳数就为 


々尸 2 味 V 許則蘇 
=心00总 ⑽ .7) 

入射波的通量必等于所有道的出射波通量之和.这个要求反 
映了这样一个明显的条件:碰撞中能够产生的所有过程(弹性和非 
弹性）的儿率之和必等于 1. 鉴干球面波的分母中有 Vi 因子，这 
些波的通量密度中不再出现速度.因此上述条件简单地意味着入 
射波与出射波的集合具有同样的归一化.所以，这个条件又可丧 
成散射算符的幺正条件，只要把这个算符看成是对各道编号数而 

a 

言的一个矩阵，对千箅符这个条件变成 

hi-hi (144』) 


与 (12 S . 7) 式相类似，式中的指耘 + 代表取复共轭弁对所有的矩阵 
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下标取转置，但道的编号下标除外. 

这 矩阵对轨道角动置具有定值 f 的态是对角的，相应的矩阵 
元用指标 （?） 相区别.把算符和作用到函数 （125.17) 上，我 
们得到以下澎式的弹性和非弹性散射 振幅： 

⑵+ 1 )(邱'— D p 〆 ⑽ 0 )， ) 

1 I I 

> (144.9) 

相应的积分截面为 

…=爲2⑶+ 1 ” 1 —耶”，） 

…。 I (144.10) 

前者与 (142. 3) 式相同.总的反应 截面心 (来自输人道0为 

_ I 

ffr= <Tfi, 
f 

式中对/式 i 的所有^求和，由于 S 矩阵是幺正的，我们有 

I 

S ' 

f 


上式给出 （142. 4) 式的 <v 

散射过程对时间反演的对称性(倒易定理）由下式给出: 


(141, 11) 

也就是 



(144,12) 


式中符号 P 和尸代表这样两个态，它们与 i 和 f 态的医别在于 
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把粒子的动虽和自旋分量全部变号①，它们#为态 〖和 /的时问 
反演态， （ U 4 . ll ) 和 （ U 4 . l 2 ) 式推广了弹性散射的（1 25 .11)和 
(125,12) 式® 

<144.12) 式导致反应截面的以下关系式： 


— da ^ f^/pjdOi (144,13) 

此式表述了细致平衡珉理. 

§126中曾经提及，如果微扰论可用，则在一级近似中我们不 
但有倒易定理而且还有直接过程和逆过程〖（按宇面含义 
的逆过程)之间的振幅关系.这个哭系由方程表出，它对 
非弹性过程也能很好地成立（也在一级近似下).相应的截面关系 


则为 


dcT/i da, 


(144-14) 


Tjdof p^do ； * 

如果截面对珩的所有方向积分，并对末态粒子自旋^的 
方向求和，迅对初态粒子的动量於以及 CJ 旋的方向求平 
均，那么和 y — r 这两个跃迁之间的区别就不再存在.令 
这样的截而为 


K 

上式中对所有粒子的自旋分量求和，求和及积分号前面的因子是 
由于我们不是对初态粒子的有关量求和而是承平均. ^(144.13) 
写成以下形式： 

=p}d<Ti*f^dof t 


① 对于复合粒子(原子和康子按>，这里的“自旋”取作总的内禀角动置，它由组 
成部分的自旋和内部运动的轨道角动 a 相加 而成. 

② 我 们在这 里略去了一个（一 1) 因子，它在有自旋粒子的碰值中可能会出现[参 
考 （14111)], 这一点当然不会影晚到 * 面式（1以.1 3 )* 
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进行积分和求平均以后，我们得到 

= gsPf^if, ( 144 . 15 ) 

某中 

^ = (2au-f 1)(2^ ? | +1), g f = (2Sj/ + l)(2〜/ + l) T 

( 144 . 16 ) 

上式给出了初态粒子对或末态粒子对的白旋取向数，称为 i 态和/ 

态的统计权重. 

最后，我们提一下振幅 / a 的下列性质.我们在§ 140中已看 
到，当凡 — 0时截面心.按 1 M 变化(如果相互作用在远距离处衰 
减得足够快)，根据 ( U 4. 4) 式，这意味着九 —0 时 f f H 从对 
称性 ( U 4.12) 可知，当外 —0 时也趋于一个常数 . 我们将在 
§147中回到这个结论上来， 

§145布賴特和维格纳公式 

我们在§134中引进丫准定态的槪念，这种态具有有限的但 
是比较长的寿命.在能量不太髙的核反应领域中，通过复合抜的形 
成阶段 ® ，出现了很大一类这样的态. 

这个过程的直观物理图像是这样的，入射到原子核上的粒子 
与核内的梭子相互作用而和它们"并合”在一起组成一个复合系 
统， 所带人的粒子能量被分配到许多核子上.共振能相当千这个 
复合系统的准分立能级.准定态的苌寿命(与原子核内核子的运 
动周期相比较而言)来自这样的事实，在大部分的时间内能量被分 
配到许多粒子身上，致使其中没有一个粒子具有足够的能量使它 
能够克服其余粒子的引力而逸出核外.只有在相当少的桮况下， 
才 会有足够髙的能量集中到共中的一个核子身上，这时复合核就 


①复合核的概念来自玻尔 ( N . Bohr , 1郎 S ), 
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会以各种不同的方式进行蛻变，对应于各种可能的反应道①. 

以上描述的碰撞特点表明，发生非弹性过程的可能性不会影 
响到弹性振幅中与复合核性质无关的势散射部分（见 §134); 非弹 
性过程只能改变弹性振幅的共振部分、根据同一理由，通过复合 
核的形成阶段而实现的那些非弹性散射过程，它们的振幅全都具 
有纯共振的特性.所有振幅中的共振分母(这个分母与 


时人射波的系数等于零有关)仍保持原来的 ( E - Eo - h^ir ) 的形 

■p 

式， r 仍为复合核任一给定准定态的衰变总几率. 

以上这些考虑苒加上散射振幅必须满足的幺正条件，足以建 
立这些振幅的形式. 

采用对称的形式进行计算是比较方便的，我们把复合核的所 
有可能的蜕变道进行编号，而不事先标出哪个是该反应的输入逍. 
我们用 a : \ C ， …代表道的编号下标.我们还将考虑准定态的具有 
^值的分波振幅气如前所述，我们把这些待求的振幅表成以下形 
式： 


J 0A 


2 ik a 




2^/ 


_ g kw 


/■， 氣 


e — e 0 r t r 1 


(145. 1} 


(为简洁计，常数^和上的 （0 指标已略去)，式中第一项仅 


①在这些相互竞争着的各种反应 S 中,也包括人射粒子的葙射俘获，此时复合核 


从一个激发态跃迁到它的基态而放出一个 y 光子， 由于辐 射跃迁的几丰比较小，这个 
过程也是“缓慢 ”的， 

@ 我们先不考虑由于过程中含有粒子自旋而产生的复杂性. 
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当时才存在,它代表《道中的势弹性散射振幅，其中常数1 
和( I 34 . 12) 式中的相同. （145, 1) 式中的第二项对应于共振过 
程.此项中共振因子的系数是这样选定的，使得应用幺正条件后 
结果被简化（见 后). 

由于所考虑的散射具有绐定的轨道角动量绝对值，这个值对 
时问反演并不变号，倒易定理(对时间反演而言的对称性)就可以 
简单地表成振幅对下标的对称性.由此可知，系数 I # 
一 定也有这样的对称性（血灿= 此丄 

振幅的幺正条件为[参考 （ U 4 . 8)] 

= ( 145 . 2 ) 

C 

把 （14 S . 1>代人> 经过直按计算后得 

i J [{ ^ e 

E-E^-^-ir £-E^\^ir (E-E,y^r 2 

如果这个方程对所有的能 fi 五恒成立，首先应有 = m „ 亦即 
是一个实贵.于是得 

M ah ^^M ac M^ ( 145 . 3 ) 

« 

亦即系数矩阵 M ai 必须等于其白身的平方. 

实对称矩阵通过适当的线性正交变换??以后可以化成对 
角形式.用 I ⑷标 记它的对角元(本征依允这个变换可写成 

U/ ca U fib M ab =MNd_ 

dp b 

式中的变换系数满足以下正交关系： 

^U ac U, c = d a , f 
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逆变换为 

(145.5) 

a 

< H 5. 3 ) 式给出了本征值见⑻的条伴 = ⑷)' 因此它 
们只能是 0 或 1, 如果只有一个不等于零(设为则 
(145. 5) 给出 

(145.6) 

亦即所有的矩阵元 M a , 都可用 = 2,…）这组量表出.如果 
有几个见〜不等千零，那么矩阵元可用 [/ 2fl ， …几组量的 
和表出，这拽量只有正交关系因而是独立的.这种情形相当于偶 
然简并，此时复合梭的几个不同准定态对应于同一个准分立能 
级①- 忽略这种不重要的情形，亦 即只考 虑非简并能级，我们就可 
得出这样的 结论： 矩阵元见。 & 等于一些量的乘积，其中的每个量 
只和一个道的指标有关. 

采用记号 

可把 (145. G ) 式写成 

M ah - 士 VT ^；/ 厂， (145.7) 

血^的符号与和的符号有关，还不能确定.考虑到等式 
SU lc U u ^ l i 所定义的满足 下式： 

Sr^r, (145.8) 

d 

r fl 称为各个道的分 A 度.公式（]45.1)，（145.7)和（1 4 5. 8 )给出 
了待求的散射振幅的一般形式. 


①这一点特別清接地犮现在所有的财…=1时的情形，由<14 5 .4)和（145.5)，此 
时有亦即不同道之间役有跃迁.换句话说，这种情形相当于存在着若干个彼 
此独立的准分立态，每个态在一个道的弹性故財中出现， 

I 

* 37} • 




现在把最终公式改写一下，取某个同定的道为输入道 0). 该道 
的分宽度记作 r e (弹性宽度) 其它反应道的宽度记作 r Tl ， …, 
弹性散射总振幅为 




2^ + 1 



e 川广 P , (⑶ 30 )’ 

(145.9) 


式中是入射粒子的波数，是势散射振幅.此式和 (134.12) 式 
的民别在于共振项分子中的 r 换成了较小的 

早已提过非弹性过程的振幅是纯典振嘲的.微分截面为 

⑶+ 1 ) 3 r , r ra 


da ra = 


4k 2 




LP l ( co ,$ n ^ 


积分截面为 


a r 0 =(2/ + l > 


r \ r ra 


k 2 


(E-E,r^n 


所有非弹性过程的总截面为 


< r T = (2^ + 1) 


r,r 


F 


(五 u 十浐 2 


(145.10) 


(145* 11) 


(145.12) 


其中 r r = r - r , 称为该能级的总非弹性宽度. 

还想知道的是反应截面在其振値附近的能量范围内的 
积分结果. 由子心 离开共振时衰减得很快，对五一忍。的积分可以 
延伸为 一 OO 到+ CO , 求得 

[ <y T dE= ( 2 ； + 1 )^ ( 145 . 13 ) 


在慢中子散射中〔它的波长远大于原子核的线度)，只有 S 波 
散射是重要的，它的势散射振幅是一个实常数 一 a . (1 S 114) 变 


①这些公式旨先由布賴特和维格纳得到 （ G.BreU and R Wigner , 1936). 
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成 


/ e = — 汰 ———f -!~；——^ (145. 14) 

气 E - E “ 全 ir ) 

弹性散射总截面为 

a e = 4^ ^ B±^ kr ^ E - E o\ (145. 15) 

K { E - E ^ y ^ r -^ r 2 

4； m 2 这一项可以称为势散射锒面.我们看到共振区内存在着 
勢散射和典振散射的干涉.只有在该能级的邻近 { E - E , 〜厂）才 
能略去振幅 a (记得 ja *|« l )， 此时的慢中子弹性散射截面公式 
变成 



_ n _ 

2 十妙 2 


(145,16) 


弹性和非弹性散射的总截面为 

t 厂 

^ t =cr € ^ ^ r ^ 7^ ~ ■ | • (145. 17) 

k ( E - E , y^^n 

当势散射可忽略时，截 m 心， ov , 可丧成以下 形式： 





%是所有共振过程的截面之和，可以看作是复合核的谚成截面. 
各神弹性和非弹性过程的截面，等于 cr , 乘以复合核蜕变为该道的 
相对几率，后者是能级总宽度和相应分宽度的比值.截面的这种 
表述方式，完全是由于散射振幅分子巾的系数能够进行因式 
分解的结果，它相当于这样的物理图象 T 该碰撞过程可分两步实 
现： 先形成处于某一准分立态中的复合核，然后通过某一个道 
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蛻变 ®. 

正如§134中早已提到的，此处所讨论公式的适用范围只受 
到一个条件的限制，即差值必须小于该复合核两个(具有 
相同的角动量值）相邻准分立能级的间距 R 我们还提到过，如果 
丑= 0值位于共振 g 内，上述这些公式不允许过渡到 E 一 Q 的极限. 
在这种情形下公式应作修改，即把能量 A 改成某个冇芜的常数 

%把弹性宽度改成 V •我 非弹性宽度仍应看作常数 
( H . A . Bethe and G * Placzek , 1937) ②.这些修改使得当万 —0 

时，非弹性截面 （145.12) 按1/ VI 增长，与慢粒子非弹性散射的普 
遍理论相一致 （§ 1以). 

当考虑相碰粒子的自旋以后，公式一般讲来非常复杂.我们 
只考虑最简单的但是比较重要的慢中子散射情形，参与散射的只 
有 J = 0 的轨道角动量.复合核的自旋由靶梭的自旋 i 和中子的 

自旋相加而得，它可取纟士 | 两个值（我们假定 

否则公式不需改变）.复合核的每个准分立能级和一个确定的 
值相联系，因此反应截面等于 （145. 12) 式(取 Z = 乘以几率 〆 力， 
以刃就是当有一个共振能级存在时原子核加中子这个系统具有必 
要的 j 值的几率. 

我们假定中子和粑核的自旋取向都是完全任意的，对 i 和 s 
这一对 C 3 旋讲来 ，共有 (2 i + 1) (2 s + l ) =2 (2 f + 1) 种可能的取向. 


① 所有以上的计箅都是以型的反应为墓础的，从两个初始粒子 
(人射位子和核） m 发变成两个粒子.但从所得结果的物理本质可以看出，这样的假定 
井不是必儒的. （145-11) 那样的积分截面式对原子核中逸出多个栓子的反应讲来也是 
成立的. 

② 驀注意的是 ， 对于小能量情形下可能发生的那些非弹性过程讲來（例如辑射 
俘获） 3 £ = 0值不是一个 K 值.当能迓接近于该反应的阈值时 C 低于阐怔该反应不会发 
生乂 分宽度应作厂，所作的那种修改. 
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其中有 2) + 1 种取向对应于给定的总角动量值 ）， 假定所有的空 
间取向都 是尊几 率的，我们求得具有给定 y 值的几率为 

(145 ' 18 > 

弹性散射的截面公式也应作冋样的修改，但应记得势散射中 
这两个 j 值全都存在，因此 （ U 5.15) 式的第二项中应该包含一个 
?( j ) 因子 （ j 为该共振能级的总角动量），这一项应改为求和 
式： 


■ 

J 

共振反应通过复合梭的形成阶段（处于某一准定态中）这一事 
实，导致有关反应产物角分布问题的某些一般性结论,每个准定态 
(除了其它特性以外)具有一定的宇称.因而这个复合核覘变后形 
成的 6+3" 粒子系统也有同样的宇称.这意味着该系统的波函数 
及其反应振幅当坐标系反演后只是乘上了一个土 1囡子；振幅的 
平方即截面因而保抟不变.坐标系的反演对确定散射方向的极角 
和方位角讲来意味着作变换史〜 r + 史(在系统的质心系 
中）.反应产物的角分布因而对这个变换保持不变，特别是，当我们 
对参与反应的所有粒子的自旋取向平均以后，截面只和散射角0 
有关，对这个角而言的角分布必然对称于变换— A 也就是 
角分布(在质心系中）对称于粒子碰揸方向的垂直平面①. 

鉴于复合核具有大量密集的能级 T 截面随能量的具体变化对 
许多散射过程说来极沟复杂,这种复杂性造成了一个困难，使我们 
难于发现从一个核到另一个核时截面性质的任何系统性变化.因 
此我们就有理由去研究抛开共振结构细节的那种截面行为，也就 


①对于无自旋粒 -7 SW 分反应栽面简单地正比于[乃 CcoaO ] 1 ， 达种对称性很明 


显. 
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是对远大于能级间距的能量间隔进行平均以后的截面行为.这样 
的处理也不必区分不同类型的非弹性过程.只把散射分为“弹性_ 
和"非弹性 " 部分（其含义见后)叭 

为了说明平均过程的含义，我们仍略去与自旋有关的复杂性， 
来考虑【=0的分波截面. 

按照 （ 142. 7) 式， 

(^ =告2(1 — Re 厶） 

1£ 

弹性和非弹性截面以及由此而得的总截面通过同一个盈 s (为简 
洁计省略了指标 (0)) 表迖出来.对能董间隔求平均时，与 S 成线 
性关系的总截面可以通过 S 的平均值表成 

5= l= -^2{l-ReS), <145.20) 

1/沪因子变化缓慢，不受平均的影响，乎均以后的“弹性”截面被 
定义成为 


(U5. 19) 


5%光=券| 及 一 1| 2 ， (145.21) 

它一般地不等于乎均值5=,，换句话说，这祥的弹性散射是先对出 
射陂汾〜斤中的振幅平均以后再来定义的、采用这个定义，一个 
波包的弹性散射保持它的形状不变.我们可以说，（14 5 .21)式的 
截面与散射的"相千”部分有关.这就意味着，通过形成复合梭而 
发生的那一部分弹性散射被排除 在外： 当一长寿命的复合核已经 
形成随后又蜆变时，入射波包的特征当然全都丧失.这个平均化模 
型中的“非弹性”散射现在自然是由差值 ^ = 5=,-^ 来定义，即 


①以下的乎均方法（进展到所谓核敢射的光学檳型）是由 V. R Weisskopf, 
C.E. Porter, and H . Feshbach (1954) 提出的 . 
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(145.22) 


因此其中不但包括各种非弹性过程，也还包括形成中间复合核而 
发生的那一部分弹性 散射. 

很易看出，这种解释给出了极限情形的正确处理，因而可以进 
行合理的内插. 

在低能范围内，共振之间分得很开 ( r 《 z ?)， 每个能级附近的 
占值由下式 给出： 

d 2 .^Yi 一- ir ^ \ 


平均后得 

S 二6叫 (0> (1 (145. 23) 

其中和 D 是对所考虑能量范围内所有的能级平均以后所得的 
弹性宽度和平均能级间距，缓变函数少〜(幻在这个平均中可看作 
—个常数.从而得 

(145.24) 

式中已略去〜 /7 D 的小项®此式实际上和截面 （ U 5.17) 的平 
均值一致，如前所述，它对应于复合核的形成. 

随着复合核激发能量的增大，能级间距减小，蛻变几率(以及 
能级的总宽度）增大，以致能级开始交叠（此时准分立能级这一槪 
念本身也在很大程度上失去它的意义）.函数的不规则性就 
逐渐平滑下去，使得精确_数和平均函数的差别逐渐变小,截面式 
(145. 22) 就和 （145. 19) 式给出的〜相同.这一点与下列事实一 


①由于其它能级的存在而在一个能级的笵围内所产生的那些项,都具有同样的 

数量级. 
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致，髙能时复合核通过输人道而蜆变与该能量下可能发生的各种 
蜕变方式比较起来是不重要的.因此在这个能量范围内，所有参 
与形成复合核的过程都可以看作是非弹性的. 

由此可见,平均模型中的散射违是能用一个量否来确定，现在 
0是能量的光滑函数，在光学棋型中，为了算出这个函数，原子梭 
的散射特性用一个具有复势的力场来近似.该势的虚部使其结果 
除弹性散射外还有粒子的吸收,这祌吸收相当于平均模型中的“非 
弹性”散射 t 其截面由 (145. 22) 式给出. 


§146 反应中的末态相互作用 

反应结果所产生的粒子之间的相互作用，可以对它们的能量 
分布和角分布产生重要的影晌.而这种效应，当相互作用粒子的 
相对速度很小时自然特别明 M . 例如在伴存两个或更多个核子辐 
射的核反应中，就存在着这种现象，在这里效应来自自由核 - T * 之间 
的核力作用①. 

设 Po 为逸出核子对的质心动量， p 为它们的相对动量.我们 
假定因而相对动能五 = 饥 （ m 为核子质量）远小于质心 
动能 E 0 ^^/4 m . 我们还 假定仏 远大于双核子系统的（真的或虚 
的)能级 C 这就是说，仅假定核子间的相对运动是"桟”的，而梭 
子本身的运动都是“快”的. 

反应几率是和处于反应带”内的生成粒子的波函数槙量平方 
成正比的，这个 a 带”内的粒子间距具有核力力程 a 的数畺级（见 
§ 134中对于初始粒子的类似讨论).在目前情形下，我们的目的 
只是求出反应几率和一对核子的相对运动特性之间的关系.因此 


①下述结果先由 A.B.Migdal( 1950) 得到，后由 K,M.Watson<ia52>» ： fi^ 
得到 . 
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R 需考虑相对运动波函数 0 P ( r ) 就足够生成一对相对动量在 

d 3 p 区间内的核子的几串为 

常数 x | | (146-1) 

§ 136中曾经指出过,为了求出一个系统通过散射进入具有确 
定运动方向的状态的几率，我们应该采用（在无穷远处)只含入射 
波和一个平面波的末态波函作力波函数，这些函数应按动量 
的乃函数归一化 . 函数也可从< +> 函数直接得到（取复共轭 
并改变少的符号 )， (在无穷远处）含有出射球面波与两粒子 
的和互散射桕当.代入（1扣. 1) 时两者的差别并不重要，即(14 6 . 1> 
中的^可以取作於；，，于是问题就化为早已讨论过的慢粒子共 
振散射. 

^函数在 r 〜 d K 域内的具体形状尽管是不知道的，为了求 
出几率和能量无的关系，我们只耑考虑距离处的这个 
函数(式中的 k-p/fi; 已假定 M«l), 然后把它延伸到距离 r-a 
处就足够了① .t 的主要贡献来0球面波(含有因子)，这个波 
等于一组 Z 值不同的分波，它们的振幅就是相应的散射振幅，由 
于低能时 1^0 的散射振幅比较小，求时只需考虑《波. 


因此根据 （133. 7) 式有 

1 P lkT 

化〜 ㉝ 7, 


(1 报 2) 


其中 K ^^/2^\7 Y / h , 而€为双核子系统的束缚(或 虚） 态能量 


上式代人 （ 146.1) 得 

dvy p = 常数 x - (U6. 3) 


①达样做是允 I 午的，因为在 r « l /* 的区 球内， 确定的薛定谔方程中可以 
略去能垦[因比这个区域内和万的戈系完全决定于它和7〜 1 M 区域内函数的 
"衔 接”条件. 

® 这甩所指的垦自旋平行或反平行的 np 系统，或者是自旋反平行的系统. 
至于系统，由千库仑斥力而使情况复杂化，此时要 m s 13& 中给出的理论来处埋. 
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可见动量的方向分布(在双核 了系统 的质心系中）是各向同性 
的> 相对运动的能量分布由下式 给出： 

加 £ =常数 (146.4) 

我们看到，核子间的相互作用使得能量分布在低能区的 E 〜 I e 丨处 
出现一个极大值 

实验室坐标系中，小的0角（两粒子动量的夹角)对应于小的 
相对动量值 (?«P 0 ). 因此五分布中存在着极大值，对应于实验 
室坐标系中核子逸出方向间的角关联在小的0 值时出现增长的 
几率. 

设 Pi 和 p 2 是实验室坐标系中两个核子的动量，則有 
P0 = P 】 +P2 ， P Pi) 

(两个相同粒子的折合质量为以上两式矢乘后得扒 x p = 
故当史《扒时有 

VqPj. ^P\P2 ain 0 «+ 的 0 ， 

或沒共中史丄是关髮： p 相对于 pa 方向而言的横向分最， 
沒是 P』 稍 p 2 方向间所夹的小角.把（1_扣_ 3 )改写成以下形式： 

<=常数 x my j --， 

(的+⑷+十卜 I 

并对 h 积分，即得对自角而言的几率分布.由于积分收敛很快， 
积分限可延伸到从一 0O 到十 CO, 最后结果为 

①严格讲来 ,（146i3)(m4) 式中的常系数也可能依賴于£?(通过整个反应产 
物系统的其余部分的波凾数 h 但是这样的依赖关 系屉根 弱的：这个系数作为五的 S 
数:只有在该反应中核+对所能具冇的整个能贷范闱内（〜也0才公有兄蒈的变化，因 
此对丑《五。区间内的分布阱来，这种依赖关系与 （US. 4 ) 式所尔的强烈关系相比 KT 以 
略去不计. 
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dw 0 



OdO 

\/4 I e [ /^o 


(146. 5) 


立体角元 do ^2 M 8 的角分布在 0 〜 vT ^ TT ^ 处有一极大值. 


§ 147. 反应阈附近的截面行为 

如果反应产物的内能之和超过了初始粒子的内能之和，这个 
反应就有一 个阈： 仅当碰撞粒子的动能（在质心系中） E 超过某个 
一 定的“阈”値 A 时， 这个反应才有可能发生.我们来考察闽值附 
近的反应截面依赖于能量的特点.我们假定反应产物只有两个粒 
子 U + 丑=1+反型）. 

在阈的附近，生成粒子的相对速度 y 很小，这种反应与碰撞 
粒子速度很低的反应正好相反.截面和 W 的关系因此很易通过 
(144. 13) 式的细致平衡原理以及反应的已知能量关系求出，而 V 
是该式中输人道的速度（§ U 3). 在很大一类反应中，1和&粒 
子间不存在库仑作川（例如产生一个慢中子的核反应)，因而求得 

的反应截面与 W 1/ V ) 成正比 ® ，即 

cr r 〜 t/ (147. 1) 

同理我们求得截面和碰撞粒子能 i 的下列关系：速度 〆 从而还有 

反应 截面〜 与差值瓦 一4 的平方裉成正比 

tr r = A\/E — . Egt (147* 2) 

不同道的散射振幅间由幺正 条拌联 系.因此打开一个新道也 

使其它过程的截面包括弹性散射截面在内的能量关系式中出现某 
呰奇点 （ E . P . Wigner , 1948; A . H . Ba 3 b , 1957; G . Breit , 1957). 

为了阐明这种现象的由来及性质，我们考虑一个筒单情形，此时低 
于反应_的只有弹性散射. 


①这个 纪來 相当于 S 144末导出的时振幅的常牧极限_觳面式 
U 44, 4) 正比于 
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在阈值附近，所产生的I和孜粒子处于轨道角动量 f = 0的 
态中[对应于 （147. 2) 式].如果反应中的粒子无自旋，轨道角动 
量守恒， 4 + B 粒子系统也处于8态中，按照 <U2.7), 的反 
应分截面与弹性散射的 S 矩阵元的关系为 

^=p-(l-[^ 0 l 2 ), ㈣ 3) 

式中 A 是碰撞粒子的波数.令 (147, 2) 和（147, 3) 相等，我们求出 
正好在反应阈以上的精确到数量级的模量 i 凡!，它等于 

(忍 >匙）， （147.4) 

式中 m 是粒子4和 S 的折合质量，阈值以下只有 
弹性散射，故 

- (147.5) 

但是散射振幅从而私应该是整个能量变化区域内的解析函数，这 
样的函数[在阈值以上取值为 （14=7.4), 在阀值以下取值为 
(147, 5)], 可间样精确地由下式表出 

S^e 2i 4l-^A^E^E；\ (147.6) 

alt 

■ 

式中的 A 是常数.丑* 时上式 的根号变成虚数，方栝号内表式 

的模量和1只差一个更高级的小量. ^ 

对于所有的^#0,不存在非弹性散射，所以 

(1^0). (147.7) 

在阈值附近，周和 A 应取它在 E = E n 处的值.① 

把所得的值代入 （142. 2), 即得反应阈附近散射振幅的以 

下 表式： 

® 由于&(五)在五 >^M 和茗<龙《1时都是实函数，它可按 及一五 M 的整&幂雇 
开成级数. 
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池 E ) = f ，⑼ - 各 - A (147. 8) 

其中是丑=仏时的散射振幅.因此散射微分截面为 
da = l / R Wf 2 {/„ (0) e - 2 j , E > E n , 


do 


[ UW \ 


2 


2 tt 


2 z 


A (0) e _ 叫}， E < E m , 


把振幅 /« 写成 Ifd 最后可把结果写成下列形式 


da 

do 


1 2 -吾札 Wk / W^l 


X 


sin (2^o — os), 

cos (2(5。 — ot )， 忍 超执， 


(147. 9) 

这个公式中截面和能量的关系，根据角度 2 o : 在第一，第 
二，第三和第四象限内而分别具冇图50心 &, c ， rf 的形式.每种情 
形下都冇两个分支位于公共的垂直切线的两边. 



囤50 

(147. 9) 对扣积分时，第二项的积分贡献只能来自/ 〆 (?)的各 
向同性部分,即弹性散射的《分波振幅 一 1)/ 2 ^^从而得阈 
値附近的弹性散射总截面 


__ { sin y 

… a — 2、/ I 五 U x E< ^ 


(147 + 10) 
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对干正的和负的‘上式分别抖有阍邪中 （《) 或〔&)的 
形状. 

由此可知，反应阈的存在使得弹性散射截面对能量的侬赖关 
系中出现一个特征奇点.如果粒子具有自旋，公式当然会有定量方 
面的差別，但是这种效应的一般特性仍然不变巩如果阈惋以下除 
了弹性散射外还有別的反应> 那么在该反应的截面中也将出现相 
应的奇点.这砦截面都在 E = E n 处杣有一个奇点，并在 E = 附 
近是的线性函数 f 这个函数在阈值上下具有不间的 
斜率. 

在辐射出一个正电荷粒子的核反应中，我们碰到了反应产物 
(粒子土和汉)间具有库仑斥力的情形.在这种情形下，当 V — 0 
(即 E ^ EM , 反应截面以及这个截面对能量的所有微商都指数 
式地趋于零 f 井在其它过程的截面中没冇奇点. 

最后,我们来考虑生成两个电荷相异的慢粒子的反应，闲而粒 
子间具有库仑引力.这种反应的截面通过细玫平衡原理与两个相 
吸慢粒子反应的截面式 ( H 3. 6) 相联系.因此当 z /— 0时，该截面 
趋向常数极 限值： 

0， a r — 常数 • (147. 11) 

亦即通过阈值时反应截面突然具有某一有限值. 

现在来阐明这种反应的弹性散射截面在闽倌附近的奇点性质 
CA . H . Baab , 1959)、但它不可能像不带电粒子那样根据阈值以上 
的已知规律 (147. 11) 用前面的简单办法直技地求得.与后一种愦 
况相比较,现在的情況由于下列事实而复杂化了: 系统在近 

阈区( 五 <忍„)具有束缚态，它们对应于库仑引力场中的分立能级， 
从能量角度看来，这些态可以在粒子4和 B 的碰撞中形成，但由干 

①自旋不等 t 军时 〆 态中的系统可以具有不等于零的总角动置 ， m 
2 + B 系统可以具冇不同的轨逍态. 
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弹性散射的可能性，它们只能是准定态，然而，它们的存在必然会 
在阈值以下的弹性散射中引起与布赖特-维格纳共振相类似的共 
振效应. 

为了解决上述 问题， 我们来研究插述碰撞过程的波函数的结 
构.与两道的存在相一致，相互作用粒子系统的薛定谔方程具有 
在整个位形空间内为有限的两个独立解，令 A 和 A 代表这两个 
任意选定和任意归一化的解，我们可以把这两个函数线性组合起 
来用以描述其中一道为输人道情形时的散射，令 a 和6分别代表 
粒子对为木 B 和孜的两个道，并令0 = 0£,么+« 2 心对应干输 
入道 a 的情形，它描述粒子4筘 B 的弹性散射以及反应4 + B—A 
+ F . 在反应阈附近， 系数％ 和 A 显著地依赖于小动量心，而任 
选的函数^和 0 z 在1 = 0处没有奇点. 

在远距离处，函数 P 必顼表为两项之和，它们对应于和&道 
中粒子対的运动.这两项都等于粒子的 B 内部”函数及其相对运动 
波函数的乘积①，后一种函数在 a 道中呈 — 形式,在&逍 
中呈一形式，丼中丑 4 和丑_是相应进的出射和入射波,在远大 
于短程力的作用距离同时远小子 UK 的距离~处，这些函数(及 
其导数)应该和“反应带”内的波函数#算出的数值衔接起来.衔 
接条件如下式所示 

OtiOt "h ^ E-^o —沒 po 丑 A &i +0^62= [ - ^0*^* 3 r fl 

otioi +a^a^lBa — S aa Rty T ^ +a z % = 

式中的1，4,& 1 ，6〖一是从函数 6 和 t 算出的量.按照上面的讨 
论，在近阈处它们可看作是一些和 t 无关的常数.把以上两对方 
程梠除，我们得到具有两个未知数 (a,/A 和的两个线性方程. 

①规律 047. U ) 不但对总截面成 t 而旦对各种 i 的分波#面也成立，参考 
§143末尾，下0讨论的奇点因而乜为所有的分波截面所具有.它的性质完全可从下面 
给出的对情形的处埋中明显看出.为简洁汁，相应的分波振椹中的指 feO 将省略 
掉. 
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这两个方程的系数中只包含一个 “临 界地”侬赖于 h 的量，即&道 
中出射波的对数导数.我们把这个量定义成 




2 jt 


( rEt ) 


我们没有必要求出这些方程的具体解答，只要注意到我们所需的 
量(确定弹性散射振幅）是 A 的分式线性函数就足够了.阈值以 
下的 A 是实数，因为波函数是实函数，它是无穷远处具有实条 
件(按衰减，其中 = — 幻 /ft) 的实薛定谔方程之 

解.阈值以下一定有=1，由此可见，这个分式线性函数 SjA) 
—定具有以下 形式： 


S oa ^ 匕 P〆 、 ( 147 . 12 ) 

a 

式中^是一个实常数 ， P 是一个复常数. 

现在来求作为动量 h 的函数的 A 值.由干粒子4和 B 之间 
作用着库仑引力，为无穷远处渐近地正比于的库仑波函 
数.在库仑斥力场中，这个函数由 A + 给出，和仏见 
(138.4)和(13&7).把式中的 A 和 r 同时变号，就变成了引力场 
情形 ®. 进行这种变换并算出对数导数（见§138)，我们有 © 

-去卜 + i 卜 (£m (-£)]， 

( 147 . 13 ) 

式中幻已假定为实量，所以这个式子是属千阈倚以上的区域的, 
当 h —0 时， (147. 13) 中的第一项趋于 i ， 第二项趋于零（见5 13 S 

附注4)，因此阈值以上有 

A=i f (B>F n ). ( 147 * 14 ) 


① 下面采用库仑单也 jfc 和 r 的变咢在形式上相当于库仑制长皮单植的变号. 

② 为了简化以后的公式，我们在太括号犮达式中酪去了与趴无关的实常 fe 
一 l n 2^-2 Ci 这相当于不太重要地重新定义 （ H 7. 12} 式中的复 ft 办和实董》|. 
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把办改成心后，就过渡到阈値以下的区域，当 K ^ Q 时由 （147. 13) 
式得 ® 

_cotOr/h) ( E < E „) (147* 15) 

这些公式解决了所考虑的问题.弹性散射截面为 

阈值以 上有： 

S aa = H〆 、( E > E K } t 

和反应截面一样，散射截面在这个区域内是常数. 

盘味着 Im 芦 >0. 

闽值以下有 

ff 拜一 (Jr/h) 

aa tanOr/^i. 

这个表式具有无穷多个共振，其密度向着忍=取*点增长，这些共 

振能量等于下式 的稂： 

^ ap — —1，即 Ree^C^—tan(jr/ff ft )] = 0； 

由于短程力的存在，这些能级相对于纯庳仑能级（它们)是 tanb 
/«*) = 0的根）而言略有移动.当能量丑趋近于阈值时，弹性散射 
截面在零和 in / kl 之间振荡，如图51所示.出现共振结构的整个 
阈下 K 的宽度，由第一库仑能级的能值所确定@. 


<147. 16) 

条件 


<147. 17) 


① （I 4 ?. 13) 中的第一项给出一 fcoK/rM) + |i, (147,13) 的大栝号内的部分 

检于去对⑽冗/分)十其 中应用 了公式 VKa ) — 少（ 一； r } = — — l / a ?， （它可 

从熟知公式 roor (— — 的对数导数求出）和 a —® 时的银限表式 

—1/2 JC * 

② 近 S 反应的另一个有趣情形是原子被一个电子所电离，该电子的能量只是略 
大于该原子的第一个电离雔.这些条件下的碰抜过程可以看作是准经典的，但由于末 
态屮存在者三个带电抟子而使问题极大 地父杂 化了.这个*題的普迪解由 G. H. Wa- 
anier(Physical R^\iew 90, S17,1953) 给出.我们发现，一个中性庹子的电离几丰正 

比于其中 G=f\/91/3 - 1 ^ M3, 五-/是电子的超过电离阈值的能量. 


JS3 - 





E 


图 51 

§14 S 快电子和原子的非弹性碰撞 


快电子和原子间的非弹性碰撞，可用§ 139中对弹性碰撞的 
同样方式，用玻恩近似加以研究叭玻息近似的适用条件仍和以 
前一样，入射电子的速度必须远大于原子中电子的速度，碰撞中的 
能量损失可以是任意值，如果电子失去了它的相当大一部分能量， 
原子被电离,这些能量被转移到其中的一个电子身上.可是，我们 
总可以把碰撩后具有较大速度的那个电子看作散射电子，这样，如 
果入射电子速度很大，则散射电子的速度也很大. 

正如早已指出的， 在一个 电子和一个原子的碰揸中，质心静止 
的坐标系可以认为 与原子静止的坐标系 一致， 而后 一坐标系正是 
下面实际上要采用的. 

非弹性碰撞伴有原子的内态变化.该原子可能从基态 眺到某 
—个 分立谱或连续谱的激发态，后一种情形意味着原子的电 离 4 推 
导一般公式时，我们可以把这两种情形合在一起考虑. 

我们先从连续谱状态之间跃迁几率的一般公式出发（和§ 126 
中一样），把它应用到具有人射电子和原子的系统.令 PI 1 为入 
射电子在碰撞前后的动量，为原子的相应能量，至于跃迁几 
率， （126. 9) 式换成 

① % 148 - % 150 中大部分结果是由 A.Bethe<1930) 得到的. 
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dw n ^^-\{ n , p J I U [0,p> 


■ rE n — E !:) 


d ^ p r 


{2jtA) 3T 

(14S- 1J 

式中的矩阵元是入射电子和原子间以 F 相互作用能的矩 阵元： 


Z 


厂 Z'8 c 

fj - - ) - -- 

r 


r fl | * 


式中 r 是入射电子的径矢， r a 是原子中电子的径矢，原点位于原子 
核处， w 足电子质量. 

电子波函数由以前的 (126. 10) (126. : U) 式确定，此时 
dw 就是碰揸截面 dtr . 我们把初态和末态原子波函数记作^和 
心 . 如果原子的未态属于分 立谱， 则 ^ (和 N —样）按通常方式 
归一化.反之,如果原子进入连统谱的一 个态， 波函数应按确定该 
态的参量 v 的3函数归一化（例如，这些参量可以是原子的能量， 
以及电离时离开原+的那个电子的动量的各分量），由此求出的截 
面给出了原子碰揸到参量值介于 v 和 v+rfv 区间内的连续谱态时 
的几率. 

( U 8.1) 对绝对值积分后得 

dcr„= : 纥 4 I <np’ j(7J0p)[W f 

式中的 f 由能量守恒律 确定： 

1 (148. 2) 


把 （I 26 -10)、 (126. 11) 式的电子波函数代入矩阵元中，得 



ijt 2 h A 


v 




IS 

do . 


(148. 3)® 


①这个公式是微扰论的一般结果，不但适用于电子和原子的碰也适用于两 
个粒子的任何非弹性®掻，确定了质心为睁止的坐标系屮的散射截面 （ m 是这两个粒 
子的折合质 a ). 
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式中是原子中2个电子的位形空间的体积元， 
我们略去了 tfo 上的撇号.当 ft 二0和$ = /时， （148. 3) 变成弹性 
散射截面公式. 

由于函数V%*与^正交， U 中的原子核作用项对1■积 
分后等于零，因此对非弹性碰撞有 


dcr n = 


2 


4? r 2 A J 





2 

do> 


( 148 . 4 ) 

对 F 的积分可按§139进行.而积分 

*P 9 (^a) =Je _i<i r rfF/ fr—r 0 f 

在形式上等同于密度分布为 p = d ( r - T a ) 的空间电荷在 r 点处的 
势的傅里叶分量，因此（13 9 + 1) 式给出 

h. (148.5) 

将此式代人 （14S. 4), 最后得到以下非弹件碰掎截面的一般 表式： 

<w| 1 0> j'rfo, (148. 6) 


式中的矩阵元是对原子波函数而言的，我们引进了波矢量1=〆 
/ft，k = p/A 代替了动量.这个公式给出了电子被散射到立体角元 
do 内而原子跃迁到第《个激发态时的碰撞几率 4 矢量一句是电子 
在碰撞中给予原子的动量. 

为计算方便计，最好把截面中的立体角元改成矢量 q 的绝对 
值的元办.矢量 q 是由 Q = f —k 定义的，其绝对值为 

q 2 =k 2 2M^coa^- (148. 7) 

因此，给定了 tv, 亦即给定了电子的能量损失后，有 

qdqsin do, (148. S) 

Ztz 
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从而 (14 & 6) 式可写成 


da n :: 



] 0 > 


(148* 9) 


矢最 < i 在以下的计算中起着重要的作用.让我们较详细地考 
察一下它和散 射角办 以及碰撞中的能量转移 分 的关系，下面 
将看到，最重要的碰撞是散射角很小(3«1)、能量转移远小于人射 

电子能量的碰撞:仏一忍 〆 〈芯. 这种情形下 Ar- V 的值 
也很小 U ’一 以《幻，而 1 L 

B a -E^h ，L {k 1 ^Jc ，2 )!Zm^fi i k{k-k^lm = hv{k—h t ). 


由于0很小，从 （143. 7) 式得 





最后有 

贫韌 r 十 （ m ) 2 . 

(148.10) 

g 的极小值为 

ffmin — ! hV . 

(148-11) 


在小角度范围内，我们述可以进一步划分成不同的区域，这取 
决于小量 A 和 vjv 之间的关系，此处以具有原子中电子速度的数 
量级 t 如果我们考虑的能量转移具有原子中电子能量 C 的数量 
级 （ A —五。〜 e 。 〜则当 （ h / eOkcKl 时有 

(148. 12) 

(148. 10) 式根号中的第一项与第二项相比可以略去.在这个角度 
范围内，守因而和能量转移无关.当 4«1 时， ff 既可以大于也可 
以小于1 la Q («„ 具有原子线度的数量级).在对能量转移作出同样 
的假定下，我们有 


办〜打 t?/v 时，〜 1* (148.13) 

现在把一般公式 a 48 . 9 )应用子小的？(例>«1，即 ^ v ,/ v ), 
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这种惜形下可把指数芮子展成 q 的¥ 级数： 

^1 — iq * r a - 1 

我们选择了 T 轴沿矢量 Q 的坐韧系.七 式代人 （148. 9) 时，由干波 
函数“和 t 的正交性，含1之项等于零,我们就得 

c?cr B ; 8;r ( 点）夸 ) )011. : (■) I {«J (JjJ 0} 1 

(148.14) 


式中 A = e ^> a 是原子的偶极矩分量，我们看到，截面（对小的 tf ) 

0 


是由与原子的状态变化相对应的那个偶极矩跃迁矩阵元的模量平 
方给出的.① 

伲有可能出现这样的情况，由于选择定则，对所考虑的跃迁讲 
来偶极矩矩阵元都等于零(禁戒跃迁)，这时还需展至下一 
项，我们得 


d<i n = 2^ 



(n 


(尹 


0> 


\2 




(148* 15) 


现在來考虑？很大的相反极端情形，如果？很大, 
这意味着原子接受的动量远大 T 原子中电子原有的内禀动童，从 
物理上考虑这是很明 显的： 在这种情形下，我们可以把原子中电子 
看作是自由的，而和席子的碰揸可以看作是入射电子与原子中原 
为静止的电子的弹性碰楂.这一点也可从普遍公式 (1^. 9) 看出 
来，当2很大时:矩阵元中的被积式含有急剧振荡因子如 
果 0 n 中不含类似的因孑，这个积分差不多等于零.这样的么函数 
对应于一个电离原子，辐射出一个动量为一 ^ = 的电子，这 


①物理上通常感兴趣的裁面 Art 是对太态原孑免动鱼的所有空间取向求和并 
对初态角动 a 的所有空邱取向求平均以后的截面.经过这样的求和及求平均以后， 

和方轴的方向无关， 
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个动量相当于两个自由电子碰揸时白 动量守 恒律所给出的动量. 

具有大动量转移的碰揸中，人射电子和原子电子有可能获得 
差不多大小的末速度.与相碰粒子的全同性有哭的交换作用开始 
变得重要起來,尽管普遍公式 ( HB . 9) 中并没有计及这一点.有交 
换的快电了散射截面由 （137.9) 式给出，这个公式采用的是碰撞前 
一个电子为静 lh 的坐栎系.对快电子讲来， (137. 9) 式最后一项中 
的余弦函数可以取作 1. 乘以原子中的电子数 Z 以后， 即 得一个 

电 子和一个原子碰撞的以下截面式： 

/ ^ \ 2 「 1 1 1 1 

dcr = 4Zf - J-) - 47T - r-27i - aT 

\ m V / [_ sin r coi 4 ^ 3in 2 ucoa 2 ^ 

(148. 1 G ) 

为方便计，此式中的散射角最好用碰撞后电子具有的能量来 
表达.我们知道，能量为 五二 y — 的粒子和同质量的静止粒子 
相踫后，所得的粒子能量分别为 

为了求出有关心区间的截面，我们按关系式 

sin 办 cos^fZd = ( jt / 

把 A 化成 de . 代入 （ US . 16) 即得最后丧式 

da ^ nZe ^ ^ - T ( W^}]w (U$t 17) 

如果能量 e 和 A — e 中有一个远小于另一个，上式三项中只有一 
项（箔一或第二项> 是重要的.这是可以预料的，因为当两个电子 
的能量相差很 大时， 交换作用不再重要， 它 应回到熟知的卢瑟福 
公式® 

①对于正 电了和谅了的 S 植不存在交换效应,卢羞福公式 

At 


对所有的0»1/办成立. 
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微分截面对所有角度积分(或对 g 积分)后给出把原子激发到 
给定态的总截面 or B . cr n 与入射电子速度的关系，是和偶极矩的和 
应跃迁矩阵元是否存在具有密切的关系.我们先假定这个矩阵元 
不等于零.于是当 Q 小时，6^»由（148.14)式给出，而且我们看 
到，当0减小时对$的积分是对数发散的.另一方面，在大穿的 
区域内，当3增大时截面（对一给定的能量转移指数式地 
减小，这是因为 （148. 9) 矩阵元的被积函数中存在着一个(早已指 
出的）剧烈振荡因子，由此可见，对 ff 积分时？值小的区域起着主 
要作用，我们可把积分 范围限 制在从 （148.11) 式的极小值开始到 
数量级为1/%的某个值为止. 

结果得 

an = SjI (0 (148. IS ) 

其中扎是一个无量纲常数，我们不可能算出它的一般形式①. 

男一方面，如果偶极矩矩阵元对于所考虑的跃迁讲来等于零， 
那么对 ff 的积分无论对小的 M 可从 (148. 15) 式看出）以及对大的 
S 都是很快地收敛的.积分的最重要区域为？〜1/%.这时不可能 
得到普遍的定量公式，莪们只能推出这样的 结论：〜将和 速度的 
平方成反比： 

A = 常数 /#. (14 S .19) 

这可从普遍公式 (148.9) 直接看到，按该式当2〜1/如时将和 
1/沪成正比. 

我们来求散射到某一给定立体角元而不管原子进入哪个态的 
非 弹性散射截面为此,需要把 ( U 8. 9) 式对所有的态求 


①我们假定了 E a - Ec 具有苽 了中 电子能 a h 的数 量级.对于更 大的能 St 转移 
-仏〜芯》“）， （148. 14) 和 （148. 18」仍不能适用，因为此时的偶极矩矩阵元变得很 
小，不能只取9 的幂 级数展式的第一项， 

• 396 * 



和，也就是对基态以外的所有原子态(包括分立谱和连续谱）求和. 
我们不去考虑大角度区间和小角度区间，而假定 
于是按 (148.12), e 和能量转移值无关①. 

后一种情况使我们很易算出非弹性碰撞的总截面，亦即求和 
式 

da r^^d(T a = 2]K«l2 e_ ‘ a 

n^O 、 ’ a * 

=(^ TS ： l ^ lS： e ^ ra \°>\ 2 P <1^8. 20) 

、 / t* 式 0 a 

为此我们注意到，根据矩阵乘法规则，对任葸一个量/有 


〉 : 1/oft I Z — 〉 : /oti(/+)nO = (// + )oi 


n 


fl 


上式是对所有的 K 求和，乜栝》二0.因 Iffi 


5：!/。」 2 = 2]1/一 2 一1/一 2= (// + )的—1/。。1 2 . (148,21) 



把此式应用于/= 2 我们有 



(148, 22) 

式中〈…〉代表对原子基态求平均（取00对角矩阵元).根据定义， 
平均値(2^^ >就是基态原子的原子形状因子大括号内 
的第一项可写成 


① （14 a +!>> 式的求和也对 -私》 ^的态进行，此时（148*12)式不再成立> 但对 
具有大能 a 铐移的跃辻讲来，冇效截面比较小，这些项在求和炙中井不重发.所加的条 
件 *)< K 1 使我们可以不必考虑交换效应. 
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a 




=g 十 xy 




* 


从而得一般公式 


da T 


黑 ) 2 jm?) - [ 〈 g iq w ◊ 贤 (148. 23) 


当很小可按？的幂展开《1,相当子角度 ( h /«) 2 
« KW ^) M , 此式可火为化简.力方便1卜，我们不去展开 (148. 23) 
式,而把 （ US . 14) 式:的童新对《求和.利用/ = d x ^ J ( 148 . 21) 
式并记得<0 = 0,求和后得 


dcr r -^y (148.24) 

把上式和小角度弹性散射截面式 （139. 5) 比较一下是有意义 
的，后者和4无关，散射到心立体角元内的非弹性截面则随4的 
减小而按 1/ M 的规律增长. 

对于(因而押 0 »1)范囤内的分角 f (14 S . 2幻大括 
号内的第二和第三项都很小 t 我们简单地有 

< ( 盖)衷 （148 . 25 ) 

也就是对 Z 个原子电子的卢瑟福散射（没有交换作用），我们记得 , 
对于弹性散射有 （ 139. 6) 式 , 它不是和 Z 而是和 P 成正比 . 

最后，对角度积分后，我们得到对所有的角度以及对原子的任 
意激发而言的非弹性散射总截面心 . 和计算 (1 化 . 18 ) 式的完 
全一样，可得 
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a ^ 8 K^y <di>i K^f} 


(148. 26) 




例 题① 


1. 求快 电子被 氢原子（处于苽态）非弹性牧射的 角分布 
解对氧原 士而 言，（1柁. 23) 大诂号内的第三项等于零，而原子形状因 
子已在 S 139例 題中算 出.把它代入得 

j n 

v^_y J 



2. 基态氢原子受电子碰掎而激发到筘 n 个分立谱能级 (n 是 主量了 数)， 
求微分截而. 

解餚好用抛物坐标 ti 算矩阵元.取2轴沿欠 Sff 的方向，此时有 

基态波函数呈形式.仅当跃 
迁到 w =0 的态时矩阵元才不等 丁零. 这种态的?戎函数为 








(n = h + Hl + l ). 所求的矩阵允由以下积分式绐出: 


C ^ W 2 0 【 6 叫 000 > = {( V :■(卜 a \ v ^ 2 ^ didTj , 

& 

这个积分可用数学附求 Si 中所引的公式加以讣算.结果得： 

+ (? n 3 2 ], 


n x - i - n ^ n ~ i 值相同的态都冇相同的能是.在《为给定的倩形下，对所有可 
能的以一〜值求不 U 并把姑果代人（: MS . 9), 即得所求的 截面： 


da 


& 






(㈣ 


y L ( n - l )^-( qn ) 2 ] n 


W L 3 ■…」[01-】） 2 十（卵) £ ] 

3. 试求氢原子第一激发态被激发的总截面， 

解公尤 


dq 

I 

Q 


①所有题都采用逋子单位. 


* 399 



d<r 




t 


dq 


v 


g{ ^ 1- y ) 


s 


尚霈对从 (£： 2 — 仏）衫到 q ^- Zv 的所有 g 值积分，只保留 p 
的最髙次项，经过初等积分后绍來得* 


<^i 


2 ia jr 

3^ 


卜- ■»〜 


v 2 

0/50* 


4. 求氢原子（处于基态）电离而次级屯子发射到绐定方向的有效戗面 | 
次级电子的能量远小于初级电子的能量，故交换作用可以赂去 （ILS.W- 
Massey, C-B- O. Mohr, 1933). 

解初态的原子波函数为末态的原子巳电离，从中发射 


出的电子 -K 有皎矢量 K (和能量 e = + W). 这个态由 （13S +£3) 的函数描 


写,其中的出射部 JK 在无穷远处）只有沿 K 方向传播的一个平面肤，的―函 
数巳按 《/2 jt 空问的3函数 W —化，闶此由它算出的截面足对亦 
即 PdKdQji ^ tY 而吉的，是沿次级乜子方向的立体角元.于是有 


"(£>^ t 1 < K 1 e_ ‘ 叫 。> I ldodQ 办 


(办是对散射屯了■而 a 的立体粑元），其中的 




e 


■/ z ^ 


r ( J -i\ 

9 


J = j_ 吾 jem …… (+, IF, “M + tr) 


①对氐尨的 n 也能算出截面，用数辑计算法还可以»出被氢原子非弹性肽射的 
总 藏面： 


cr^— i 苽 In- 


0.160 


式中包牯了以下两项贡献，即來 S 原子分立 谱状态 被激发的碰揸以及原子被电离的碰 

心苷 x °- 715 K ^ t > 

叫中 0 ■挪 hO 
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积分时采用抛物坐标， Z 轴沿 K 方向， P 角从 ( q ， lO 平面算起: 


/= 


{- 副 : r exp (£— r}) coay - sinycosp 


2 

7 


] F (-^ h - Ui ) d<pdidJ1 }^ 

式中 V 是 k 和 q 的夹角.作替代 00s < p = u , 后，很易对沪 

和? 7 积分，积出后得 


— | 


9 


2^ 


C 3 tp 


—g z sin 2 y + AH~ (tf + g coa y) 1 
2[i 一义 ] 


X 


f (-去 , I ，— i 以) U 


[ i〔v + g ⑽ V ) — )^ u 

此处的积分可从 v = i ,«= o 的(/屮式求出.进一歩的计算虽然冗长但是是 
初等的，结果得到以 r 的截瓿 表式： 


d<T S = 


2 B i:' V [^f 2 + 4 - (w £ — 1) ws 2 v'| 


jrfcg^[? s + 2gwcos y + 1 十 〆]‘[{^ + r) a + l] [(g— w) s +l] (1 — e 一 


f — Etr 1 


2 ^ 


xe ; n — v arctan 卜, h 丄 


\dodo w di^ w 


对次级电子的所有发射角求积分时可用初等方法进行，结果得到輻紂电 


子能置给定为士 V 情形下散射的角 分布: 


d<y = 


2 ^ k f K 


? a ++(1 十以) 


exp 


(- 


f arCtari ^~ 2 ^ + l 


时 fO z - hiy(l — e ~ 2r ^) 

q » i 时上式在处具有很陡的极大值;在这个极大值附近有 


dod ^ 


d<r 


2 5 


dndo 


[1+ d 忙） 2 ] 4 . 


对釦=2邱初 / fc a ¥(2; rWA ： 2 ) rf (3 — 幻积分后，得到表式 SjrdWW , 正如我 
们所预期的 那样， 它和】？)式中的笫一项一致. 


§149有效滞咀 

碰撞论的应用中，计算碰撞粒子的平均能量损失极为重要.我 
们最好用以下的摄标志这种能量 损失： 
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(149,1) 


dK^^(E n — E 0 )d(T nt 

n 

我们将把这个 i 称为（微分）有效滞阻 ( 3 Cj ) 4 )eKTHBHbIH TOpMOJK - 
ennc ), 式中的求和当然既包栝分立 m 也包括连续谱 ，心 是对散射 
到某一给定立体角元内的情形而#的 ®. 

快电子有效滯阻的一胶公式为： 

心=^(0石<1-叫〈找|^>-‘0' | o ) rp f 049.2) 

其屮的 d 〜取自 （ 148 . 9 ) 式.正如推导 ( 148 . 23 ) 式那样，我们排除 
了对极小角度区域的 考虑， 并假定 ( v 0 / i >) 2 . 于是 q 和能量 
转移值无关，我们就可以算出对《求和的一般形式. 

这个筧法要用到下面导出的求和定理.作为坐标函数的某个 
量/，它的矩阵元及其对时间导数/的矩阵元由下式联系： 

(/)0 u = —去 C 芯 n — 五0)/[>»， （149,3) 

所以有 

^(. E n - E 0 ) |尺卜: 2 (札 

=“n (/) o n (/ + ) no ™ t ^(// + ) o&j 

n 

原子的定 态波函 数可以选成实函数.此时坐标函数/的矩阵元就 
具有关系式 Un-U, 而对 ( 149 - 3 ) 式的矩阵元讲来就有相应的关 
系式 (/) h =—(/) 心因此以上的求和式还可写成以下形式： 


①如果一个电子通过 气:体，它在 备个原子上的骹肘是桩此独立地进行的， 那宋 
W 如(开是单位体积内的气体原子数)就是电 F 在偏转到给定的立体角元的碰搶中单位 
路程内所損失的能 a . 
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以上两式相加后除以 2 ,即得求和 定理： 

iur - fc / r - r /),^ ( 149 」) 

a ^ 

我们把它应用于 

a 

根据 ( 19 * 2 ) 式， _ f 的时间微商可用以下的算符表出 

/=-士 2![ e - …， Mq . V a ) + ( q * W iq 叫， 

/和 f 的对易结果很易直接算得： 


代入 （ 14s . 4 )， 即得下式 


■ r 卞〉 


它已实现了我们所要求的求和计算。① 

因此得到关千微分有效滞阻的公式 

j A Ze 4 dq 2 Ze l do 
Off = 4 .t- ■ ， -^= - 

g mv 2, tf 3 

它的适用范围由以下不等式给出： 


( if ) 《咨 < h 即^ ■《〜 


(149.5) 


(149. 6) 


其次，当动量转移不超过某一值？^而 hAKCaDffKO / w 时，我 
们来求所有碰撞的总有效滞阻 


吻〗）二 S f J d — r 0 ) rfcr n ， 


(149. 7) 


Ci ) 推异达个公式时，我们从来没有利用 过指标 “ o ” 代表原子基态的亊实 D 因此 
这个公式对任意的初态都是成立的. 
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由 U48. u) 式给出.式中的积分号不能搬到的前面，因为 

* 

qmia 依赖于 A 

我们把积分 E 间划分成两段，从 。的 一段和 心到 ffi 
的一段，其中的 h 是 g 的某个值，满足于是在 
^到如的整个积分区间内，我们可用 （14S. U) 式的 d < r ^ 

« C 3 o >- s . T^y Si ^ i ^ io ) m ) 学， 

从而 

«( 办） = S.T S l<« I ^ 10> s (E a -E,') In (149. 8) 

在 tf。 到 L 的匡间内，可先对 《 求和，给出 (149. 6) 式的 rfK， 然后对 
积分，得出 

^(?l) —/c(g q ) = 4jr— e 2 ln^-, (149, 9) 

77t 

为了变换以上的表式，我们利用 （U9. 4) 得出的求和定理，在 
该式中令 


f=^d x /e = Sa7 ffl , /•= 去 S 彡印 - 

a a 

把> 和/对易（现在的灸等于 /)#HJ ” + -H — 刪 mM 
而① 


SiV,„= (149.10) 

萤 汉 en 称为各个相应跃迁 的振子强度. 

我们引进原子的某个平均能量/，它由下式定义 


l n Z - S ^ 0 n InC ^-^)/2 iV, rt 

n m 


① （ U 9. 5) 式的附注对本式也适用， 
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n 

然后应用 （149. 10) t 可把 （149. 8) 改写成 ff(g 0 ) = (kZeV ⑽? 2 ) x 
ln( 办 b/J). 此式和 (149. 9) 相加，最后得 

«(?.) = (U9. 12) 

此式中只出现一个标志所给原子的常数 

通过用散射角心表达 t ，即得所有散射到 
区间内的有效滞阻： 

(149*13) 

mv 

如果1内>1<即我们可把《表成人射电子所能给予原 
子的最大能畺转移值的函数.我们茌上节巾曾经指出，糾《»1时 
原子被电离，差不多所有的动量舛和能 i 都交给了一个原子电 
子，由于甸和 e 是一个电子的动置和能量，即有关系 ^ = n ^ i 2 m . 
把的 = 2 m ei / ft 2 代入 （14 m ), 我们得碰撞中能量转移的有 
效 滞阻： 

K(€ l }^(2^Ze 4 /mv 2 )\n(2me l v 2 /P). (149.14) 

最后，我们作如下的说明 f 原子的各个分立谱能级主要来自一 
个单(外层）电子的激发.即使是两个电子的激发，它所需要的能 
量通常足以使该原子电离.因此，在振子强度的求和式中，跃迁到 
分立谱态的只是数量级等于1的那一部分；而伴有电离的则构成 


⑦对氢原子， /-O.G5meV^ l = 14.9 eV. 对重原子，我们采用托马斯-费米方法计 
萆常 数厶可望得到很好的梢确性.很岛确立这样算出的 J 值如何依赖于2 . 在准经典 
情形下，多粒子系统的本征頦率相当于它的能级差，原子的平均本征频丰具有^ 
数璧级.由此可知V〜如 & /如.托马斯-费米模型中原子电子的速度和2的关系为 d 
而原子的饯度校 变彳 匕可见 J 必正比于 Z: 常数 XZ ■根据实狯结果发现，这 
个常&约为 KeV 的数置级. 
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另一部分，其数量级为 Z . 由此可知，伴有电离的碰撞在滞阻（被 
重原子滞阻）中起主耍作用. 


仞 题 

试求一个电子被一个氢原子滞阻 (7 = 0.55 原子革位）的尨有效澉阻.对 
于大的能量转移 7 两个柞踫电子中较快的一个取作初级电子. 

M 与碰揸疠的初级电子和次级电+具有差不多大小的能量时，必须计 
及夂换效应，因此，对子能量转移介于某值沪）和最大值 


(稂锯我们对初级电子的定义)之问的滞阻讲来，我们须采用 （1 扣 .17) 式的有 
效栽阪 




JT 


E 


7 Z 

¥ 


一 d ■ {E-^ €(E-€) A 




In 




+ 1 


此式加到 （149* 14) 式上，我们得 $ (用所子单位) 


K 






2 


In 


v - 


2I\! 2 


2 


I ln o 


§150 重粒子和原子的非弹性碰撞 

玻恩近似适用于重粒子和原子碰搶的条件，用粒子的速度表 
示这个条件，则仍和电子的情形 一样： 

V》 幻 0， 

这可根据微扰论适用性的普遍条件(仙。巧〃《1>立即得出，只要注 


①对干正电子和氣庳 T 的碰搶 ，役有交换效应，把 U 仞. U) 式中的 q 简单地代 
以即得总滞阻 

£i 
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意到这个条件中不出现粒子质量，而具有原子中电子速度 
的数量级. 

在粒子和原子的质心为静止的坐标系中，截面由一般公式 
<148. 3) 給出，式屮的 m 目前是粒子和原子的折合质景.但为方便 
计，我们考虑碰掩前的原子处于静止的坐标系.为此，我们从 
(148. 1) 式出发.在碰撩前原子为静止的坐标系中，表达能量守恒 
律的 <5函数的宗量具有以下 形式： 


2 M 


P 



2 M a 


( P ’一 P ) 货 + — 五(5, 


(150. 1) 


式中见是入射粒子质量，而I。是原子质置.第三项是原子的反 
冲动能（考虑原子和电子的破撞时，这一项可以完全略去）. 

对于快速重粒子和原子的碰撞，粒子的动量改变和它的初始 
动量相比，弟不多总是很小.如果这个条件成立，我们可以略去 <5 
函数宗显中的原子反冲能量，衍到和 （1 犯. 3) 完全一样的公式，只 
是该式中的 m 必须改成入射粒子的质量 K 不是粒子和原子的折 
合质: E ). 考虑到动 M 转移与初始动量相比 C 经假定为很小，我们 
可令于是在碰揸前原 - f 为靜止的坐标系中，截面式为 


d<j^- (M 2 / 4,7t z h A ') 




e iq r 伞 ； tdrdV 


do. 


(150. 2) 


考虑到粒子的 Hi 荷可能不同干电子，我们用代替其中 
M 为入射粒子的电荷.非弹性散射的一般公式，写成 （148. 9) 的 


形式: 


rfa„-8,T <w|S«" ,tl ' rD |0> 


^dq 


(150. 3) 


并不含有粒子质量-由此可见，从它导出的所有公式对重粒子的 
踫撩仍能适用，只要这些公式是通过 〃和？ 表达的. 

不难看出，川散射角1?(重粒子和原子相撞后的偏转角）表达 
的公式应作怎样的修改.为此，我们首先注意到，重粒子的非弹性 
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踫撞中 # 角总是很小的.因为，当动量转移很大时(与原子中电子 
的动量相比），我们可以把和原子的非弹性碰撞看作是和自由电子 
的弹性碰撞.可是，当一湩粒子和一轻粒子（电子）踫撞时，重粒子 
几乎是不偏离的，换句话说，重粒子转移给原子的动量与该粒子 
的初始动量相比是很小的.火角度弹性散射是一个例外，但这种 
可能性是极小的. 

因此，在整个角度范围内我们可令 

q = + ( 见 M) 2 ， 050.4) 


除了极小的角度外,上式实际上可化成 


(150 + 5) 


另一方面，当我们考虑电子和原子的碰撞时，我们有(对于小角度) 


由此可得这样的结论，从电子和原子碰撞中所得的公式，只要这呰 
公式用速度和偏转角尜达出来，那么如果到处进行以下 替代： 


务 — M 办 I m 


(150. 6) 


(包括立体角元 do = 2 nsiixdd ^ 2 n - 9 d ^ 的替代>,就变成重粒子碰 
楂的公式，入射粒子的速度仍保持不变.定性地说,这意味着小角 
度散射的整个图像（对给定的粒子速度而言）被压缩了 倍. 

以上所得的规则也和小角度弹性散射有芙.对的 （ I 39 . 
4) 式作 （150. 6) 式的变换，我们得截面 

d(7t = S ! r ( w^f (150. 7) 

角度 tf 〜1的重粒子弹性散射，被化成在原子核上的卢瑟福散射. 

具奋大动量转移而原子被电离的非弹性散射需要作特殊的考 
虑.和被电子所电离的情况不同，这里当然没有交换效应.蜇粒 
子的特征是，大的动董转移井不意味着大的偏转角， I ?总 
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是保持很小.辐射电子的能量介子6和£+办之间的电离截面可 
从 （148. 25) 式直接得出，它可写成以下 形式： 

da T ^87t (ze^/AvJ^Zdq/q 3 , 

令 ftV /2^ = € (整个动量 ftq 交给了 一个原子电子）.此式给出 

da t = ( 27 tZz t e i / mv i )def (150, 8) 

在重粒子和原子的碰撞中，总截面和有效潲阻特别有用.非 
弹性散射总截面由以前的 （148.26) 式给出，总有效滞阻可把 
(149. 12) 式中的改成最大动量转移 ff m « 后得到+ g ^ tx 很易用 
粒子速度表出，方法如下.由于与粒子原动量相比仍 
是很小，它的能量变化和动量变化的关系沟 = 另一方面, 
对于大的动量转移，这个能1：儿乎都交给了一个原子电子，因此可 
写成 

€ = = h \ 

从而有即 

= e mix =2m^. (150.9) 

我们注意，非弹性碰撞中粒子的最大偏转角为 

7?max^ 2mj M, 

(150. 9) 代入 （1 扣. 12) 中，我们得到重粒子的总有效滞阻 

( 47 rZz z e 1 / { ISO . 10) 

§151 中子散射 

在碰揸理论的许多物理问题中，需要考虑到散射过程怎样受 
散射中心运动的影晌.在一定的条件下，这类问題可以用费密 
< E . Fermi , 1&36) 建议的那种微扰论解决，即使单独讲来微扰论对 
每个中心的散射并不适用，这类问题中包括慢中子对多原子系统 
(例如 分子)的散射.我们来考虑这个特殊问题. 

中子儿乎不被电子散射，所以实际上所有的散射都发生在康 
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子核处①，我们将假定被单个梭散射的振幅小于原子间距.那么 
在分子中被每个核散射 的波幅 即使在别的原子核处也已经很小- 
在这些条件下，被分子散射的振幅等于被单个核散射的振幅之和. 

微扰论一般讲来不能应用于中子和核的 散射： 尽管核力的笵 
围很小，在此范围内的作用却极强.但重要的是，慢中子（其波长 
远大于原子核线度)散射的振幅是一个和速度无关的常数.令 h 
为被第 a 个核散射的振幅， I / J 2 心是中子被 一个自由核弹 性散射 
的微分截面 〈在 它们的质心系中）. 

这个常数振幅可从微扰论形式地得到，如果我 们用一 个“点” 
势来描写中子和核的相互作用的话： 

f/(r) = - 2 ^/5(r), (151. 1) 

式中见是中子和核的折合质量.当此式代入玻恩公式 （126. 4 )中 
时 J 函数使得积分式成为与 q 无关的一个常数.这样定义的“场” 
t/(r) 被称为 贋势 . 耑要强调的是，作出这个定义的可能性是由于 
f 为常数这一事实.在中子能量为任意的一般情形下，散射振幅 
分别依赖于初动量!>和末动量 P 、 而不只是侬赖于两者之差 q ， 
但玻恩近似给出的振幅却只能依赖于® q . 

如果散射核在作给定的运动（例如，分子中的各种振动)，我们 
对此运动求平 均后， 则 <151. 1) 式的相互作用势被“铺展”到一个尺 
度一般地远大于散射振幅/的范 围内. 对于这样“铺展 11 开的作 
势讲来，玻恩近似的适用条件 （12 G . 1) 是满足的， 


① 我们还假定该分子没冇磁矩.否则还存在着來自中子和分子磁矩相互作用的 
特殊散射效应. 

② 播要强调的是，尽管赝势在形式地应 ffl 微扰论的情况下能够给出敢射振椹的 
正确值,但这并不哀味着嫌扰论真能适用于这样的场， 对了一 个深度为并 U = 
常数的方式趋干无穷远的势阱讲朿 （ a 为阱半径.它趋于零），条件 （m 1),(1212) 齿 
定都不会满足， 
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因此我们可以用以下赝势描写中子-分子作用： 

C/(r)-^2^ ^^f a d(T-R a ) f (151.2) 

式中对分子的所有原子核求和，1^是它们的径矢， r 是中子的径 
矢.把上式代入 （1 梢. 3 >， 把讲 改成是分子和中子的折合 
质量），我们得质心系中的中子被分子散射的以下截 面式： 

— /a I e kq ttfl I 0) do f (151.3) 

式中的矩阵元是钋对能量为万。和 I 的核运动定态波函数而吉 
的，动量多和 〆 通过能量守 M 作相联系： 

(151- 3 )式描写了分子中的核运动状态具有特定变化跃迁） 
的非弹性踫撞，也就是所述问题 的解: 从中子对自由核散射的振幅 
(假定为已知）出发，计及核的内禀运动以及各个核散射之间的干 
涉效应，求出了中子被分子散射的截面+ 

如果核自旋不等于零，还应考虑到散射振幅尨依赖于中子和 
散射核的总自旋这样的事实.它的做法如下. 

核和中子的总自旋可取炙乙士^■两个值，；《是梭自旋。相应 

的散射振幅记作/纟和 / a _. 我们来构造一个自旋算符,对于给定的 
厶值,它的本征值分别为打和 /:. 这个算符就是 

A = a fl 十 (151. 4) 

其中^和夂是核和屮子的自旋算符，系数化和匕由下式给出： 

a a = 2 i - 1 ^ 1 -L(i a -rl)ft + “/:]， 

b °^2i +1 D. 

这是很易证明的*只要注意到对于给定的 j 值，算符的本征 
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值为 


s * i -♦]. 

应把算符 (151. 4) 取代 (15 L 3) 式中的足，并取对应于所考虑 
跃迁的矩阵元.如果入射中子和耙梭都是非极化的，那末散射跋 
面必须进行适当的平均， 

例 题 

1. 假定中子和核的自旋方向都是亳无规则地分布的，分子中所有的核 
都不相同，试对 （151. 3) 式进行平均. 

解对中子的和核的自旋方向求平均是相互独立的，每一种自旋平均后 
得零，从而 n fl = o . 如果分子中没有两个原子是相同的，这就没有核自旋的 
交换作用，又由于它们的直接相互作用可以忽略，分子中各个核的自旋方向 
可以看作是独立的，因而 (11) ( S 山） 等形状的乘积平均后也得零.对于平 
方 ( wi ) 1 有 

(i + 1) ; + + 

由此捋以下平均栽 面式： 

d(7 Il = Jtf^r I |0>P + 

PL 

卜 -… a °10>l=]rfo. 

a ° 

2. 试将 （151.3) 式应用于慢中子对正氢和仲氢的散射 （ LSchwinger , 
E ， Teller , 1&37) 

m 在取自旋算符的矩阵元以前，对氢分子散射的 （1 SL 3) 式为 

< 今 1 a<n] e _ .m (- Q ■ 叫 0> 

十沾. 〈约 |5^-4" 2 + ^>1， /2 |0>卜而， (1> 

a = _L(3/ ++ /-) t W-f' 

士 r /2 是分子中两个核相对于艿质心的径矢. 

分子的转动和振动态由量子数反，(它们的奥合在 （1) 式中用》表 
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出）所定义，在 H 2 分子的电子某态中，仅当总的核自旋 0( 仲裝)时 [才能 
取偶数值；议当/=〗（正氢）时冗才能取奇数值.因此有必耍区分两种情况； 
(1) 反的奇 俏相同的两个转动态之问的跃迁，这只有/值不变才行(正一正和 
忡一忡跃迁） （2 )A 的奇偶不同的两个态之间的跃迁，这只有改变 J 值才行 

(正一 仲和仲一芷跃迁）.第一种情况下我们有 

〈花 1 e ，，. r/2 ] 0 > = < 7 t | e iQ -^= I 0 )— < n | cos 士 q - r | 0 〉 

应当记住的足， r 变号耵转动陂函数要乘以（一 i )、（1) 式的自旋箅符则变 
成 2 fl + 6 S . f ， I=U + h , 根据前面的讨论，这个算符对^是:对角的.对 
(之办+沾“） 1 的平均和题1 一柞^洽出 

4 a 2 4 U -/(/+ l ), 


结果是 

^ q-r|0>| 2 [(3 / + 1 /">* 

9 p J 

+i(/+l)(/ + 4/-) 2 Jrfo, 

第二种情形下 


( 2 ) 


(1) 式的0旋算符成为 L 它只有 J 的非对角矩 阵元. 这些矩阵元的 

m 量平力值对末态总自旋 p 的所有分量求和时，可按乎均值 
(对 角元）算出（见344页注 ①)： 


[ s ,( iri 2 )] 2= + ■ 7 _ TII r U) T 

_ 丄 (2 K + 2 ii - I 2 )=;[3-/ a + t)L 

4 4 


结果是 

dcr n = ( 1 ) (3)-^- ^ \ <nl sin * r 10> j 1 (/ + —/~) (3) 

式中的系数 1 出现子芷一仲趺迁，系数3出现于仲一正跃迁+ 

如果屮子很慢，它的波长甚至远超过分子的线度，则可令 （2) 和（ 3 >式矩 

陈元中的 

零.这些条件下，当然只可能有弹性散射.这时的弹性散射截面为 


2 


q- 


1, sinfi-q^r )-0, 结果除00对角元外都等于 
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^. = -™[<3/ + + / ) r H -/1/+1) C / + — /” 1 ] 如 


3. 求中子对一束缚质子的散射截面、该质子可看作 频串为 o 的备向間 
性三维拫子 （E, Fermi, 1936). 

解考虑质子绕空间某一固定点振动着，根据 (151. 3) 式的推导，必须令 
该式中的= = 況为质子质量），于是 







do . 


式中的 A= 4 ；rj/ 卜是对自由质子的散射截面， Vv ni ™, 是三维振子的本征函 
数,对应于能级見=心(《+3/2);2是对和 i 给定为 n 的所有 Kl , &和巧笆 
求和. 么 5 H , rt ，函数组是三个线性振子波函数的乘积（见§33,題 4>. 所求的 
积分因而可分解成为以下形式的三个积分的乘积 


化 e -?m e -^”u、 ax 、dx 


V 偷 M)， 把 4) 式的 /\0 t ) 代入上式并分部积分以次，结果为 


da 


A v ? 广 C 广 W 


72' 


■’ Jt v 2 n a 2n niln 2 in 2 1 
按二项式定理进行求和耵，敁 G 结果为 




dcr , 


< r 0 / i T 7 ^ 


vt 


?znl V E \2 a z . 


1 ㈣ 虹 


特别是，弹性散射截面 b = o T 五 =£3 为 

am 仏 (i 一 

■T £ 


§152 高能非弹性散射 

§131 中对两个粒子相互散射问题所用的程函近似，也能推广 

到包括一个快粒子和一个多粒子系统或^粑* 1 的碰撞(包括非弹性) 
过程 （R. J. Glauber, 1958)* 

这个推广中，所假定的原则和以前一样.入射粒子的能量忍 

假定很大，使得五 》|C/| 和如》1,共中V是这个粒子和粑粒子间 
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的相互作用能 i ， 0 是此相互作 m 的方程.我们考虑动量转移比 
较小的 散射： 人射粒子的动量改变化和它的原有值 ftfc 相比很小 
(?«*). 这个条件现在不但使得散射角很小，并且还使能量转移 
也比较小. 

我们述将假定入射粒子的速度 P 远大于靶内粒子的速度％: 

(152 - 1) 

对于带电粒子和原子的散射讲來，此条件等价于玻恩近似的适用 
条件(参考 §14 S 和 §150): 

如果〃》%，一定有因貶在该情形下不需要本卞的 
理论.但对梭粑讲来,粒子间结合的不是库仑力而是梭力，情况就 
不同了.我们将讨论一个快粒子被梭骰射这一 特殊情 形①. 

条忤 (152.11 使我们有可能考虑入射粒子相对于核中位置固 
定的各个核子而言的运动问题' 这就是说，粒子-靶系统的波函 
数可以写成 

Rj, R ? , -0 R Sl A(R! ， … ）， (152. 2) 

其中沴…〉是原子核第 i 个内态的波函数； H …是椟 
内各个核了的径矢. R a …）是正在进行散射的粒子 
波函数 ( r 是它的径矢)，具有给定的…值，这些值是以下 
薛定谔方程中的参量： 

(152. 3) 

△ Til a ^771 

共中 R ( r — R fl ) 是该粒子和第 a 个核子的作用能量，而紈是粒子 
在汜穷远处的动贵 

① 条件〔152 + 1)给出的是任一宽核的相对论逮度在目前的非相对论 理论表 
述中， 我们不 者虑它对住一特殊散射过程的灾际适用性问题. 

② 这个近似类似于分子理论所根据的那种近似 ， 即分子中的电子态是奸对各个 
原+ 核的固定位 E 來考虑的. 

③ （152+3) 式中假定了位子和核的怍用等于它和备单个梭子的两体作用之和. 
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如果我们求出了具有以下渐近式的 （152. 3) 式 之解： 

<p = e iil ^^ F (_ n f t n ; R l5 R 2i …） e ifcr /r (152. 4) 

(式中 f 二 r / r，n = k / 社则 （ I 52 . 2 ) 式的波函数 

/r (152.5) 

将描写对碰撞前处干第 i 个态的原子梭所进行的 散射： 入射波 
在 （152. 5) 式中作为的相乘因子出现. （152. 5) 式中的笫 

二顼代表散射波.但是，仅当人射粒子的能量改变足够小，也就是 
核的内能变化足够小时，用这个式子来求散射振幅才是合适的.因 
此,把粒子考虑成为是在"刚性固定”的核子组的恒定场中运动（相 
当于方程 （152. 3>)时，我们就略去了这种运动可能的能量变化. 

为了把核的内恣具有特定变化的散射振幅分离出来，应把於 
写成以下 形式： 


^ = e ifc + ( n \ n )< P f e tiT / r , (152* 6) 

f 

式中对原子梭的各个态求和，(心 n ) 则给出待求的原子 核具有 
特定跃辻 i ->/ 的散射振幅，它是散射角 ( n 和 n ' 的夹角）的函数. 
比较 （152. 和 (152. 5) 得 

矗 

fu ( n \ n )- 0； F 0^ r f (152. 7) 

* 

其中 …是原 子核位形空间中的体积元.我们必须再 
一次强调，这个公式仅当 i 和/态的能量相差比较小时才能成立. 

方程 (152. 3) 之解 (152+ 4>本身，可用§131中描述的方法求 
出①.类似于 （131. 7) 式,我们有 


① 5 131中曾经指出 ，波函 数的初始表式 （131. 4 ) 只在的拒离处成立 .这 
—点在 S 131的进一步推导中并不篁要.但对一个多粒子系统(例如一个原子核)的散 
射讲来，它会导致另一种 限制； （131. 4) 式必须在散射系统所占的整个体积内成立，也 
躭是说，我们必须有其中 凡 是原子核半径1 a 是势17的力程. 
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F(n\ n;R, ， R 2 “.) = 士卜 (p ， R 】， … 卜 lJeUrfV, 


<152. S ) 

其中 

S(m ， … ）： exp[2uHP, R,, R!， …） Lj 

tHP ， Uv ) - Sc ^ CP - R ^.), ( (152. 9) 

<UP - ft . x ) - 2 \ v f r / rt ( r - R a )^. } 

记得 P 是径欠 r 在（垂蛊子 k 的)叩平面内的分量， R a _ u 是径矢 
的上述和应 分畺 ： &P = P ' — P 是散射粒子的动量改变， （1 S 2. 8 ) 式 
中只出现它的橫分量.函数4确定粒子被单个自由核子弹性散 
射的 振幅： 


f ⑷ = IfWW—l}e_ … M 2 p. (152. 10) 

2^ i J 

当 i = / 时， （152. 7) 和 （152. 8) 给出被原子核弹性散射的 振幅： 

= #加 ( P )—"（152.11) 
式;中的横线代表对原子核的内态求 平均： 

云 （ P ) 二 f ^( p ， K ,， R 2 ，… ） | 少 〆 !^， R 2 ，…） \ 2 dr , (152. 12) 

此式推广了前面的 （131. 7) 式. 

令 (1 S 2. U ) 式中的 f =11并应用 （142. 10) 式的光学定理，我 
们得散射总鈸面 

a , = 2 f ( l - ReS )( iV - (152* 13) 

%* 

弹性散射全截面心是由 I /h 1 2 对 f 的方向积分后得到的.对 
于小的散射角 A 我们有 q ^ k 9 , 立体角元办 -= d 2 2 M 2 . 因而 
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采用 （ ism ) 式的把写成的一个重积分，利 
用 r 式可实行对的积分： 

JV — P - …作 =(2 jr ) M ( f >_ 〆 )， 

这个 <3函数在对的积分屮被积掉.结果为 

or .= J | S - l|WV (152.14) 

反应总截面为 

a r ~(r t —cr # — | (1— |S | 2 }d 2 p m (152* 15) 

注意 （152+13)^(152. 】5)是和—般公式（: U 2. 3) —(142. 5) — 
致的： 对后者把求和（对大的？求和）改成对的 dV 求积 
分,并把 A 改成 S ( P ) 函数，我 H 就得 U 52.13)—(152.15). 

例 题 

1. 试把一个快粒子被一个氘按弹性敎射的振幡用该快检子对质子和中 
子的散射振幅表达出来 （ R . J . Glauber , 1955)* 

解根据 （153.11), 被笊核弹性散射的振幅为 

/^( q >^27 rl ^ 3(R) I ' { es p [ 2 ^»( p ~ yR ±) 

+ 2 i ~( p + 士 K 丄) (1) 

其中为 笊核中 屮子⑻和质子 （： P ) 的相对运动眩 函数； 

Bx ^ R 在入射粒子波矢的垂直平面上的分: 1:. (1) 式大括号内的差量吋 
以 S 成 

exp (2 i ^4-2 i ^,) 一 i ， （ e a ‘ 、一 I ) + ( e 叫 一1) 

采用巾子和质子/ V 的散射振幅定义，根偌 （152. 10) 及其逆式； 

可对积分 （1) 进析变换，给果为 
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f^(q) -f.U( q ) 

⑽广 M +兑 -小， • <2> 

其中 

^(q) = f| ^(R) 

k* 

是笊核形状因子， 

(2) 式中令 Q »0(^(0)- 1) 并用 （142.10) 式的光学定理 s 求得笊核散射 
总截面 


求一个快氘核被一个半径为的重吸收核散射后蜕变成为一个中 
子和一个质子的截面，其中扎远大汙氘核波长 0 fcR fl » l , 共中 ftk 是氘核动 
最）也远火于策核半径 （E. JL<l>cfiHGepr，195A R- J, Glauber, 1955; A*M. 
Axuesep ; A . r * Cn^enKO 1955)* 

解把入射氘核看作平面波，大吸收核艮》1)起着使波衍射的不透明 
屏幕的 作用. 入射氘核的波函数为 e〜# tf (JJ) T 其中心⑻是氘核的内部波 

函数 [R=RrR P 是核内中子到质子的径矢， r«+(R H +B P > 是它们的质心 

的径 矢]. 吸收梭的存在“移去”了这个函数中的 一-个 部分，这部分的中子和 
质子揃向坐标 ( P ■和 h ) 位于原子核的“阴影 w 区内，即半径为及。的胭内，因 
此波函数变成 

当心艮时式中的而当 P * 或 P p 小于艮时 5=0®. 这个波函 
数呰没有因子心，則相当于<1 3 1. 5 >形式的入射波表示式(略去衍射对射浅的 
弯曲），因而5因子具有和§131及§152中同样的含义， 

类似于 （152. 13) 和 （152* 14) 式，氘核散弁 f 的总栽面 cr〆 包括所有的非弹 
性过程）和弹性散射截面心分別为 

fr , = 2 l ( l - S ) d ^ p , a _= I (^ S - l )^ PP t 

•i ■* 

式中 P = 并且应用了 S 为实董的亊实 _ 这的平均是对氘核基态 


① 氘和敁 •了•核的库仑作用已 B & 去. 
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而吉的: 


M 


至于 l ^ r ， 呆用以下函数就足够了： 



~H~ 


此式在中子和质子间核力的力程外距离及处成立（参考 (133.14) ^ ^ = 
VM ' e'l / ft -, M 是 K 核的结合能，爪是核/■质 S >. 根据占的定义，如果有一个 
枝子或者两个核子都进入半径为札的岡内汴波原+核吸收掉，则1 一 S 不等 
于零： 从而 


a ^ = \ 0 - S)^f ^ + cr t 


(1> 


为俘获一个或两个核子的截面.另一方面，其中 C 7 tt 变 
为待求的氘核“衍射”蜕变截面 + 故 


\ S (\- S ) rf 2 P , <2) 

u ■ 

当 B #» l 时，在积分式 （2) 中小距离（〜 1/ V ， 是从原孑核边缘算起的足 
重要的 7 于是沿边缘的积分给出一个因子沿垂苴方向的积分可把阴影 
区看作以直线为界那样去讣算 T 取此直线为 y 轴，并取 T 轴从阴影向外 t mi 
有 

广_ — — 

— SjriSol S{x) L 1 一尺 (x)^.dx t 

其中的积分 

忌(忠)=广「广 ^( H ) dXdrdz , 

b- —<•»*— Af- ■ 2牙 


对给定的 + 上式是在 x ftl 的区域上积分：也娩是在 

| X | = IX /- X p | S 2 a 区域上积分.把积分变量变涣成 X 和丑以及72平面 
内的极角沿（此时 dYdZ —— dTTJScfiJ ), 这个积分变戌 

亏 0 r >= 1— e _ 心 + 4 i ^ f " C 3) 

含有这个否(幻函数的积分 (2) t 可利用下式通辻重复分部积分算出： 

一 e 2: ), == 】 n2. 

- 1 & 
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结果为 ® 





在同一条件 T, 俘获裁面为 

获二 + 7zS\tf ib J 

[( i ) 式对 P>*ffi 区的枳分可用 （3) 式算出，对)0<苽区的积分给出这个截刖 
包括整个氘核的被俘以及俘获一个核子而择放另一个（剥裂反应）.后一种反应截曲总 
按照只有一个核子射人阴影区时的 fit 逋面积（对 W 平均以后>而算出的，并有 

n =cTff*, r -jzJt^/4f^ 

(R, Scrbef, 1947>_ 
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索 引① 


%分子81 

H 2 + 离子 73 , 79,81 

JJ 锅合 72 T ne 

i 沒祸合（罗素-桑德斯情形）^ 

NH 3 分子的反演105 

丄定律142 
v 

6函数5, In ,-12, 124 

二至四面 

二元变换 5 G 
反疯变换30 
反应道142 
夫兰克-康登原理90 
幻数118 

介质中原子能级的位移142 
中间态43 
不可约张量57 
双能级系统的跃迁40 

五面 

四极矩75 

正的和负的分子谱项86,105 
正氢和仲氢86,151 


正氦和仲氩 G 9 
正多重线和倒多重绂72 
4荷对称性116 
平面波 17，1 G ,34 
本征函数3 
阵邵尔效应 U 2 
矢量模型31 
发光散射127 

六画 

自旋-轨道作用 72 , 83,118 
R 旋-自旋作用72,84 

S 旋-轴作用 S 3 
自洽场 G 7 T 69 t llS 

冋转磁因子113 
同位旋 H 6 
同极键和异极健 3 i 
多佘极点 

约化矩阵元 29, 107 
交换积分62 
光学模型142,145 
光学定理 125,142 
字称选择定则30 
有效力程 133,133 


①这个索引是对本书 H 录的一个补充，索引中列出的是 S 彔中未直接反映出的 
一呰名词术语和概念。其中的 H 位伯数字表沄 
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七画 

两重苘并能级 3 G 
克层中的空穴 67,74 
庳仑单位36 
位形空间 2 
克莱布许-高登系数106 
时间反演 7,18,44,60,96 
极化密度矩阼50 
角动最选择定则29,117 
纯态和混合态 H 
杨氏阁 M 

伽利略变换下波函数的变化规律17 
里德怕修正68 
扬-特勒效哎102 
求和定理 149 


八面 

范德瓦耳斯力^1,82,89 
彼:包 6, Ifi 

陂函数的规范变换 111 
拉卡系数 10 S 
单位矢矩阵元29 
势阱 22 
一维〜 22,23 
有心对称〜 33,36,38 
泼〜 45 
势壁 25 
势垒 25,50 
势散射 134 , 145 
泡利原理61 


泊松括号&，12 
欧勒角 
物现叶 ]2 S 
帕邢-巴克效应113 


九画 

绝热微忧41,53 
玻恩近似 126, J30, 132 
玻尔半径 3 S 
玻尔磁111 
衍射型敎射 

相对论双线和邡蔽双浅 
M 量 H44 
相空间中的相格 43 
相移 33 
相千态 23 
科里奥利作用 104 
垒顶之上的反射 G0, 52 
洪德定则 67 
细致平衡原理 144 
虹肢射 127 
俄驮效应 74 


十画 

原子的抗磁性113 
原子单位 36 
茂子的极化苹76,77 
原+的电离 

闳值附近的〜147 
^和戸衰变中的 〜 il 
电场引起的〜77 





原子在 w 冲击”下激发 41 
原子形状因子139 
原子梭的统计抆重 S 6 
原子核的张量力 m 
倒易定浬 J 25, : NO , 144 
能级宽度44, 134, 145 
朗道能级2 
朗德问距定则72 
偶然简并抓 
偶态和奇态分子漕项 7 S 
偶极矩75 

矩阵元的选择定则97 
矩阵的迹12 
准经典矩阵乂 4 S 
准定态 44, 134, 141 

犮合核 

复轨道法52,131 
垢荡定理21 
振子 

非谐〜 3 S 
在外场中的〜 4 J 
空间中的〜33 
〜强度 149 
振动角动董104 

i — 画 1 

庞能级 133, 134 
第二类硪揎90 
维格纳-埃伽定理107 
球张最107 

十二面 


斯塔克效应75,77, S 7 
程函近似131,152 
等效态67 
散射矩阵 125 : 144 
散射长度 132. 133 ? 133 

十三面 

微扰的绝热加人42 
碰撩 下氘核的说变52, 152 
碰掠中的电荷交换90 
算符 

平移〜 15 
共轭〜3 
转置〜3 
幺正〜 12 
厄密〜3 

辏力场中的 M 子数32 
塞壘效应113,121 
输运截面126, 139 
雷其轨迹141 

十四画 

磁场中的氢原子112 
磁场中的散射131 
磁矩 1 J 1, 113, 118, 119 
谱项的多電度 66,78 

十五画至十八画 

德布罗意陂长17 
赝势151 

mimv: 4i 
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